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                                                Введение                                                                     
 
  Электромагнитное поле является наиболее сложным и важным 
для понимания принципа действия многих электротехнических 
устройств разделом курса теоретических основ электротехники. 
Поэтому освоение студентом основных положений теории 
электромагнитного поля и приобретение практических навыков по 
расчету электрического и магнитного полей простых 
электротехнических устройств является залогом успешного 
обучения на последующих курсах при изучении специальных 
дисциплин. 
   Теория электромагнитного поля основана на физических 
законах и использовании математического аппарата для описания и 
расчетов электромагнитных процессов в электротехнических 
устройствах, что предполагает наличие определенных знаний у 
студентов по соответствующим электротехническому профилю 
разделам физики и математики. 
 Материал учебного пособия  содержит теорию основных 
разделов курса "Элекромагнитное поле", начиная от электроста-
тического поля и заканчивая теорией переменного электромагнит-
ного поля. Кроме того,в Приложении приведена информация по 
теории сверхпроводимости (учитывая актуальность темы). 
 Для облегчения понимания материала теоретические 
положения и вывод математических соотношений для основных 
законов электромагнитного поля сопровождаются множеством 
поясняющих рисунков, примеров использования законов и методов 
электромагнетизма в расчетах простых электротехнических 
устройств (двухпроводная линия, коаксиальный кабель и др.) 
 Учебное пособие составлено на основе лекций, которые автор 
в течении многих лет читал студентам электротехнических 
специальностей. 
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1. Электромагнитное поле, как вид материи. Уравнения 
Максвелла 
В создании теории электромагнитного поля очень важную 
роль сыграли физические воззрения Фарадея (1791–1867), их 
развитие и воплощение в стройной математической теории 
Максвеллом (1831–1879). Основная идея Фарадея состояла в 
признании физической реальности процессов, происходящих в 
среде, окружающей электрические заряды и контуры с током. 
Выдвинутый Фарадеем принцип близкодействия в 
электромагнетизме утверждает, что всякое взаимодействие зарядов 
и токов может осуществляться только через промежуточную среду 
(последовательно от точке к точке в этой среде) с конечной 
скоростью. Это соответствует современным физическим 
воззрениям, что мгновенных взаимодействий не бывает и роль 
промежуточной среды никак нельзя игнорировать, так как она 
вмещает энергию. Таким образом Фарадей впервые высказал идею 
физической реальности электромагнитного поля (в современном 
понимании), долго затем не встречавшую признания. В частности, 
Фарадей рассматривал силовые линии магнитного поля как 
физически существующие, обладающие свойством сокращаться и 
отталкиваться друг от друга (линии одного направления). 
Математическую формулировку законов электромагнитного 
поля дал Максвелл, полностью воспринявши  физические идеи 
Фарадея. Теория Максвелла, изложенная в его фундаментальном 
труде «Трактат об электричестве и магнетизме» (1873 г.), 
объединяла все известные в то время законы электромагнетизма. 
Максвелл рассматривал электрические и магнитные явления во 
взаимосвязи, что и привело его к идее о существовании токов 
смещения и созданию системы уравнений Максвелла, 
справедливых для любых электромагнитных полей в любых средах. 
Анализируя свои уравнения, Максвелл пришел к выводу, что 
изменяющееся во времени электромагнитное поле может 
существовать и в отрыве от источника в виде распространяющихся 
в пространстве электромагнитных волн, скорость распространения 
которых равна скорости света, что в свою очередь привело его к 
гипотезе об электромагнитной природе света. 
Электромагнитная теория Максвелла получила свое 
экспериментальное подтверждение в опытах Герца, Попова, 
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Лебедева. В 1888 году Г. Герц (1857–1894) в работе «Силы 
электрических колебаний, рассмотренные согласно теории 
Максвелла» дал метод решений уравнений Максвелла и изложил 
результаты экспериментов, подтверждающих существование 
электромагнитных волн. В 1899 году русский ученый П.Н. Лебедев 
(1866–1911) измерил величину светового давления на твердые тела, 
что было теоретически предсказано Максвеллом. 
Дальнейшее развитие науки о электромагнетизме и создание 
А. Эпштейном специальной теории относительности (1905 г.) 
привело к пониманию того, что электромагнитное поле является 
особым видом материи, качественно отличным от вещества. 
Подобно веществу электромагнитное поле обладает энергией, 
инертной массой, количеством движения (импульсом) и моментом 
количества движения, то есть теми универсальными свойствами 
материи, которые подчиняются всеобщим законам сохранения и 
обусловлены несотворимостью и неуничтожимостью материи и ее 
движения. Электромагнитное поле, как и всякий вид материи, 
образуется только за счет других видов материи. Оно может также 
превращаться в другие виды материи. 
В отличие от вещества электромагнитное поле не обладает 
массой покоя. С другой стороны, электромагнитное поле, как и 
вещество, испытывает воздействие гравитационных сил. В 1916 
году Эйнштейн высказал мысль об искривлении светового луча в 
поле тяготения, которая была подтверждена в 1919 году 
Эддингтоном, измерившим отклонение светового луча в 
гравитационном поле Солнца (во время полного солнечного 
затмения в 1919 г.). Этот результат был подтвержден в земных 
условиях в 1960 году, когда Р.В. Паунду удалось обнаружить, что 
энергия (скорость) светового луча увеличивается при движении 
вниз и уменьшается при движении вверх. Материальность 
электромагнитного поля окончательно была доказана. Как и для 
всякой материи, пространство и время являются формами 
существования электромагнитного поля. Энергия 
электромагнитного поля может переходить в другие виды энергии. 
Фактически само существование жизни на Земле обусловлено 
преобразованием электромагнитной энергии (энергии солнечных 
лучей) в тепловую, химическую и другие виды энергии. 
Масса электромагнитного поля может быть определена из 
полученного Эйнштейном в 1905 году соотношения 2mcW  . Масса 
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электромагнитного поля в единице объема определяется как 
частное от деления энергии поля в единице объема на квадрат 
скорости распространения электромагнитной волны в вакууме, 
равной скорости света. Количество движения электромагнитного 
поля, отнесенное к единице объема, равно произведению массы 
поля в единице объема на скорость распространения 
электромагнитной волны в вакууме. При распространении 
электромагнитной волны одновременно с движением потока 
электромагнитной энергии происходит движение массы поля (и 
количества движения). Масса электромагнитного поля в единице 
объема несоизмеримо мала по сравнению с массой (плотностью) 
всех известных веществ. Даже при максимально достижимых в 
настоящее время значений электрического и магнитного полей 
масса поля в единице объема оказывается равной 10-17 − 10-12 кг/м3. 
Тем не менее наличие массы поля имеет принципиальное значение, 
так как в этом факте отражена известная инерционность процессов 
в электромагнитном поле. 
В одних случаях электромагнитное поле следует 
рассматривать распределенном в пространстве непрерывно и 
учитывать только макроскопические свойства вещества (этим 
занимается классическая или максвелловская теория 
электромагнитного поля), в других случаях электромагнитное поле 
(протяженное) следует рассматривать как состоящее из 
независимых друг от друга дискретных микрообъемов-фотонов, 
обладающих двойственной корпускулярно-волновой природой 
(этим занимается квантовая теория электромагнитного поля).  
В первом случае предполагается, что размеры 
рассматриваемой области пространства велики по сравнению с 
размерами молекул и нас не интересуют электромагнитные 
процессы в микроскопических, атомных масштабах, а интерес 
представляют электромагнитные явления, протекающие в 
макроскопическом масштабе наблюдения, характеризуемые 
усредненными или макроскопическими значениями 
электромагнитных величин. Классическая (макроскопическая) 
теория электромагнитного поля приписывает электромагнитному 
полю лишь волновые свойства, а элементарным частицам – 
корпускулярные. С этой точки зрения частицы вещества не могут 
накладываться друг на друга в пространстве, а . электромагнитные 
поля могут. Вещество и электромагнитное поле могут быть 
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взаимно проницаемы, занимать один и тот же объем и влиять друг 
на друга. 
Во втором случае квантовая теория поля рассматривает 
явления в микроскопическом масштабе, при этом важнейшими 
свойствами материи являются единство корпускулярной и 
волновой природы всех микрообъектов и взаимопревращаемость 
различных видов материи, выражением которой является 
возможность микрообъектов переходит при определенных 
условиях друг в друга. Эта взаимопревращаемость отражает 
существующую в микромире связь различных видов материи. Так 
электрон и позитрон превращаются в два кванта электромагнитного 
излучения, а при исчезновении фотона возникает пара – электрон и 
позитрон. 
В курсе ТОЭ предметом изучения является классическое 
(максвелловское) электромагнитное поле в макроскопическом 
понимании. Электромагнитное поле характеризуется наличием 
магнитного и электрического полей, связанных непрерывным 
взаимным превращением. Эти поля представляют собой две 
стороны единого электромагнитного поля, различные его 
проявления. Определим его таким образом: электромагнитное 
поле – это вид материи, являющийся носителем электромагнитной 
энергии и характеризующийся силовым воздействием на 
неподвижные и движущиеся заряды. Оно состоит из 
взаимосвязанных электрического и магнитного полей, причем 
изменяющееся электрическое поле может создавать магнитное поле 
и наоборот. В ряде случаев каждое из этих полей может 
существовать раздельно, например, электрическое поле 
неподвижных зарядов, при этом магнитного поля нет.  
Электрическое поле – одна из сторон электромагнитного 
поля, создаваемого электрическими зарядами или изменяющимся 
магнитным полем, характеризующаяся силовым воздействием на 
электрические заряды. Электрическое поле определяется и 
измеряется по силовому воздействию на неподвижные заряды. 
Магнитное поле – одна из сторон электромагнитного поля, 
создаваемого движущимися электрическими зарядами или 
изменяющимся электрическим полем, характеризующаяся силовым 
воздействием на движущиеся заряды (проводник с током).  
8 
Электрическое поле воздействует как на неподвижные, так и 
на движущиеся заряды, а магнитное поле – только на движущиеся. 
Действие электромагнитного поля обладает определенной 
направленностью, поэтому для его описсания вводят векторные 
величины. Силовой характеристикой электрического поля является 
вектор напряженности электрического поля E[В/м], силовой 
характеристикой магнитного поля является вектор индукции 
магнитного поля B[Тл]. Для наглядности распределение в 
пространстве этих векторов изображается в виде картины силовых 
линий.  
 
1.1.  Уравнения Максвелла    
            
      В общем случае электромагнитное поле описывается 
уравнениями Максвелла, из которых могут быть получены все 
частные случаи электромагнитного поля: электрическое поле 
неподвижных зарядов, магнитное поле постоянных токов, 
квазистационарное переменное поле. Из уравнений Максвелла 
могут быть получены уравнения теории цепей (законы Ома и 
Кирхгофа) и уравнения длинных линий. Запишем уравнения 
Максвелла в двух формах: 
Интегральная форма                                Дифференциальная форма  
1) .полнIdH 

                                       1) v
t
EErotH a  
 ;     (1.1)  
2) 
t
ФedЕ 


                                    2) a
B HrotE
t t
      ;           (1.2)  
3) QSdD
S
                                              3) divD  ;                            (1.3) 
4) 0
S
SdB                                             4) 0divB  ,                              (1.4) 
где Н – напряженность магнитного поля; 
Е – напряженность электрического поля; 
В – индукция магнитного поля; 
D – электрическое смещение; 
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ρ – объемная плотность заряда: 
dV
dQ ; 
δ – плотность полного тока:     , 
где Епр      – плотность тока проводимости; 
– плотность тока смещения 
vпер   – плотность тока переноса; 
v – скорость. 
Коротко зафиксируем физический смысл уравнений 
Максвелла. 
Уравнение(1.1) – вихревое магнитное поле может создаваться 
как токами проводимости, так и токами смещения и переноса. 
Уравнение(1.2) - вихревое электрическое поле может 
создаваться изменяющимся магнитным полем. 
Уравнение(1.3) – у электрического поля могут быть источники 
точечного характера, которыми являются заряды (силовые линии 
начинаются на положительном и заканчиваются на отрицательном 
заряде). 
Уравнение(1.4) – силовые линии магнитного поля всегда 
замкнуты, у магнитного поля не может быть истоков или стоков 
точечного характера. Магнитное поле может быть только 
вихревым: 
0; 0rotH divB   
Из(1.2) и (1.3) следует, что электрическое поле может быть и 
вихревым )0( Erot , и потенциальным  0Ddiv . 
Уравнения Максвелла будем выводить из экспериментальных 
законов по мере изучения материала, идя от простого, к сложному. 
                                       Контрольные вопросы 
1. Какими свойствами вещества обладает электромагнитное поле 
(как вид материи) и какими не обладает. 
2. Приведите примеры вихревого и потенциального электрического 
поля. 
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3. Из какого уравнения Максвелла следует невозможность 
существования магнитных зарядов. 
4. Приведите пример электротехнического устройства, в котором 
имеют место токи смещения.  
2. Электрическое поле неподвижных зарядов 
(электростатическое поле) 
 
Основной величиной, характеризующей электрическое поле, 
является напряженность электрического поля BE M   . Она 
численно равна силе, действующей на единичный заряд, и 
определяется как предел отношения силы к заряду при 0Q : 
. 
Направление вектора напряженности совпадает с направлением 
вектора силы, действующей на положительный заряд. 
Электрическое поле визуально изображается силовыми линиями, 
рисунок 2.1. 
 
Рисунок 2.1 
Силовые линии – это такие линии, в каждой точке которых 
касательная совпадает с направлением вектора E . Если взять 
уединенный заряд, то силовые линии его поля направлены 
радиально, рисунок 2.2, а. 
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а        б 
Рисунок 2.2 
Направление электрического поля E  от действия нескольких 
зарядов определяется как геометрическая сумма векторов от 
действия каждого из зарядов (по методу наложения, если среда 
линейная и изотропная), рисунок 2.2, б. Изотропная среда имеет 
одинаковые свойства во всех направлениях. В нелинейной среде 
свойства зависят от величины напряженности поля, если такой 
зависимости нет – среда линейная. 
Вспомогательной расчетной величиной, характеризующей 
электриче-ское поле в веществе, является вектор электрического 
смещения D  [Кл/м2]. 
aD E , 
a  – характеризует свойства среды и называется абсолютной 
диэлектрической проницаемостью. 
Электрическая постоянная 120 91 8,85 104 9 10 M  
     – 
проницаемость вакуума. 
0
a   – относительная диэлектрическая проницаемость. 
2.1. Электрическое поле точечного заряда 
 
Сила, действующая на пробный заряд q , по закону Кулона 
равна: 
024
R
R
QqF
a
  . 
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Рисунок 2.3 
Если считать поле, создаваемое зарядом Q, рисунок 2.3, то его 
напряженность: 
02
0 4q a
F QE R
q Rim   .    (2.1) 
Напряженность поля от нескольких точечных зарядов равна 
геометрической сумме векторов напряженности кE  от каждого из 
зарядов: 

к
кEE . 
2.2. Напряженность поля, создаваемого распределенными по 
объему, по линии или поверхности зарядами 
 
2.2.1.Заряды распределены по объему V с объемной 
плотностью ,рисуно2.4.  
                                 
                                   Рисунок 2.4 
 Выделяем бесконечно малый объем dV , обладающий зарядом 
dVdQ  , и применяем формулу (2.1) для  такого точечного заряда 
0202 44
R
R
dVR
R
dQEd
aa 

  ,    (2.2) 
где dQ
dV
   [Кл/М3]. 
Напряженность поля в точке А от всех зарядов объема V будет 
равна 
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
V a
R
R
dVЕ 024
1


 . 
2.2.2. Заряды распределены равномерно по поверхности S с 
поверхностной плотностью  , рисунок 2.5. 
 
Рисунок 2.5 
Элемент dS , обладающий зарядом dSdQ  , считаем 
точечным зарядом, тогда  
024
R
R
dSEd
a
 
 , 
где 
dS
dQ  [Кл/М2]. 
Напряженность поля в точке А от всех зарядов поверхности S 
будет равна 
024
1 R
R
dSЕ
S а
  .     (2.3) 
2.2.3. Заряды распределены по линии   с линейной 
плотностью  , рисунок 2.6. 
 
Рисунок 2.6 
Элемент d , обладающий зарядом ddQ  , считаем точечным 
зарядом, тогда  
024
R
R
dEd
a
  , 
где dQ
d
   [Кл/М]. 
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Напряженность поля в точке А от всех зарядов линии равна 
024
1 R
R
dЕ
а





 .     (2.4) 
Так как направление 0R  от каждого заряда dQ  свое (при 
интегрально-геометрическом сложении в каждой точке), то 
формулы (2.2), (2.3) и (2.4) на практике применить сложно. Для 
упрощения разлагают вектор Ed  на проекции по осям координат, 
тогда сложение-интегрирование по каждой проекции будет 
алгебраическим. 
Во многих случаях процесс расчета электрического поля 
оказывается более простым при использовании теоремы Гаусса. 
 
 
2.3. Теорема Гаусса 
 
Смысл: поток вектора напряженности электрического поля 
сквозь любую замкнутую поверхность равен свободному заряду 
(или сумме свободных зарядов), охватываемому этой 
поверхностью, деленному на диэлектрическую проницаемость 
среды, рисунок 2.7. 
 
Рисунок 2.7 
as
QSdE  ,       (2.5) 
a  – диэлектрическая проницаемость среды в месте расположения 
поверхности. Заряды не связанные.       
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Доказательство для поля точечного заряда, рисунок 2.8. 
Охватываем заряд Q  замкнутой поверхностью S и определяем 
поток вектора E  сквозь эту поверхность ? SdE
s
 
 
Рисунок 2.8 
Из рисунка 2.8 следует:   E̅·dS̅ = EdScosα = EdS'. 
Так как элемент dS   перпендикулярен радиусу и его можно 
рассматривать как бесконечно малый элемент сферической 
поверхности 
2 sindS R d d      , 
то  
2 sinEd S EdS ER d d      . 
Поле точечного заряда 
2 ; sin4 4a a
Q QE Ed S d d
R
       . 
Тогда  
 
aaas
QQddQSdE 

     0
2
0 0
cos
4
2sin
4
. 
Поскольку в этой формуле нет зависимости от радиуса, то не имеет 
значения, где именно внутри данной поверхности находится заряд. 
Поэтому обобщаем формулу (2.5) на сумму зарядов 
a
к
к
s
Q
SdE 

  . 
Поток вектора напряженности через замкнутую поверхность S 
не зависит от того, где располагаются охватываемые заряды, но сам 
вектор напряженности (величина и направление) на этой 
поверхности зависит от положения зарядов. 
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Подобным образом можно вывести эту теорему для вектора 
смещения D: 
QSdD
s
       (2.6) 
Для однородной изотропной среды формулы (2.5) и (2.6) 
равнозначны, причем формула (2.6) получается из (2.5) простым 
умножением на a . Формула (2.6) более общая и применяется для 
любых сред, при этом заряды, стоящие справа, могут быть и 
движущимися. 
Чтобы судить о существовании источников поля в конкретной 
точке пространства, получим теорему Гаусса в дифференциальной 
форме. Формула (2.6) – это обобщенная теорема Гаусса (постулат 
Максвелла или третье уравнение Максвелла в интегральной 
форме). Запишем в ней заряд Q  через объемную плотность заряда, 
распределенного по объему V1 равномерно, рисунок 2.9: 
1V
Q dV  . 
 
Рисунок 2.9 
Поскольку вне объема 1V  зарядов нет, то можно распространить 
интегрирование на объем V, охватываемый поверхностью S, 
рисунок 2.9: 
V
Q dV  . 
К левой части равенства (2.6) применим теорему Остроградского - 
Гаусса: 
dVDdivSdD
Vs
  . 
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Поток вектора D через любую замкнутую поверхность S равен 
интегралу от дивергенции этого вектора по объему, охватываемому 
поверхностью S. Тогда (2.6) примет вид: 
V V
divDdV dV  . 
Так как объем V и охватывающая его поверхность S – произвольны, 
то последнее равенство будет справедливо только тогда, когда 
равны подынтегральные выражения 
divD  .      (2.7) 
Это третье уравнение Максвелла в дифференциальной форме (1.3). 
Физический смысл его состоит в том, что электрическое поле 
может иметь источники точечного характера. Следовательно, 
силовые линии такого поля будут начинаться на истоках и 
заканчиваться на стоках (начинается на положительном и 
заканчивается на отрицательном заряде). Силовые линии – 
разрывны. 
Дифференциальная форма теоремы Гаусса для вектора Eпри 
a const   следует из (2.7) при делении на а : 
a
divE  .     (2.8) 
Равенства (2.7) и (2.8) равнозначны, если среда однородна и 
изотропна; однако (2.7) – более общее выражение. Если 0Ddiv , то 
в данной точке нет   заряда-источника поля. 
Уравнения (2.7) и (2.8) инвариантны относительно систем 
координат, но в каждой системе координат дивергенция 
расписывается по-своему. 
В декартовой системе координат: 
yx zDD DdivD
x y z
       – скалярная величина. 
Дивергенция некоторого вектора в данной точке поля равна 
пределу отношения потока этого вектора через бесконечно малую 
замкнутую поверхность S, охватывающую точку, к объему V, 
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ограниченному поверхностью S, при условии, что этот объем 
стремится к нулю 
V
SdD
imDdiv S
V



0
 . 
Поток вектора D  через замкнутую поверхность вокруг данной 
точки характеризует обильность источников этого поля в данной 
точке, а дивергенция характеризует объемную плотность этих 
источников в данной точке (ρ). 
Если использовать оператор Гамильтона 
z
к
y
j
x
i 


  
и записать координаты вектора 
zyx DкDjDiD  , 
то дивергенция окажется скалярным произведением векторов   и 
D : 
yx zDD DdivD D
x y z
         . 
Тогда (2.7) примет вид: 
D   . 
 
2.4. Примеры применения теоремы Гаусса 
 
Применение теоремы Гаусса быстро приводит к результату, 
если найдена такая замкнутая поверхность S, на которой 
напряженность поля (или смещение D) постоянны. Как правило, 
это имеет место в симметричных полях. 
2.4.1. Поле бесконечно длинного заряженного проводника 
(поле заряженной оси).  
Поле обладает цилиндрической симметрией, а значит 
поверхность S следует выбрать цилиндрической, рисунок 2.10. 
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Рисунок 2.10 
Применяем теорему Гаусса 
as
QSdЕ  . 
Интеграл разбиваем на три слагаемых: интегралы по боковой 
поверхности и по двум основаниям цилиндра ( .бокS , 1S  и 2S ). Так как 
на основаниях векторы E  и Sd  перпендикулярны, то скалярное 
произведение  
0.  оснSdE . 
На боковой поверхности векторы E  и Sd  совпадают по 
направлению: 
EdSSdE   
тогда:  
бокбок SSSSS
EdSSdESdESdESdE
21
. 
Все точки боковой поверхности находятся на одинаковом 
расстоянии и в одинаковых условиях по отношению к зарядам. 
Поэтому на боковой поверхности величина вектора E  будет 
постоянной и ее можно вынести за интеграл  
rEdSEEdS
бокбок SS
2  . 
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Тогда 2 ;
a
QE r Q     ; 2 2a aE r E r
       
 . 
Таким образом напряженность обратно пропорциональна 
радиусу. Величина вектора смещения 
2a
D E
r
   . 
 
2.4.2. Поле равномерно заряженного диэлектрического шара, 
рисунок 2.11. 
 
Поле обладает сферической симметрией, значит поверхность S 
в теореме Гаусса 
as
QSdЕ   следует брать сферической. 
 
Рисунок 2.11 
Применяем теорему Гаусса к сферической поверхности 
радиуса 0RR  . Находим интеграл 
24 REdSEEdSSdE
SSS
  . 
Здесь учтено, что все точки поверхности S находятся в 
одинаковых условиях по отношению к зарядам шара, значит 
напряженность Е на этой поверхности постоянна и ее можно 
вынести за интеграл.  
Тогда 24
a
QE R   и следовательно 
aR
QE  24 ; 24 R
QD  ;    (2.9) 
при R > R0; 0 а .  
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Уравнение (2.9) описывает поле вне заряженного шара и по 
формуле совпадает с полем точечного заряда (2.1). 
Чтобы определить поле внутри заряженного шара, замкнутую 
поверхность S берем радиусом R < R0 и применяем теорему Гаусса 
as
QSdЕ 
1
. 
Здесь 
0V
Q dV  ,   – объемная плотность заряда, 0V  – объем, 
охватываемый поверхностью 1S . 
Интегрируя и подставляя охватываемый поверхностью S1 заряд, 
получим: 
a
QRE  
24 ; 3
3
4 RQ  ; 32
3
44 RRE
a

  . 
Таким образом внутри шара ( 0RR  )  
3 a
RE   ; 3
RD  . 
Напряженность поля прямо пропорциональна радиусу. 
Качественно зависимости  RE ,  RD  представлены на рисунке 2.12. 
 
                                                  Рисунок 2.12 
         Из (2.9) получаем поле вне заряда в зависимости от объемной 
плотности заряда и радиуса R: 
3
30
0
2 2
0 0
4
3
4 3
R RE
R R
  
    . 
Тогда  
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3
0
0 02
0
, ;
3
, .
3a
RD E при R R внешара
R
RD E при R R внутришара
    
    
 
При 0R R  обе формулы дают один и тот же результат 
. 
Если шар проводящий, то внутри поле 0E  , так как заряды 
распределяются на поверхности шара равномерно. 
 
 
2.5. Напряжение электрического поля 
 
 
Рисунок 2.13 
Пусть в некотором электрическом поле движется заряд q  по 
пути ℓ, рисунок 2.13. Со стороны поля на заряд действует сила F . 
Определим работу сил поля по перемещению заряда q  из 
точки А в точку В вдоль пути длиной ℓ. 
dA Fd  ; 
B
A
А Fd Fd  

  . 
Так как EqF  , то  
B
A
А q Ed q Ed  

  , 
тогда 
B
A
A Ed Ed U
q
   

  . 
Работа по перемещению единичного заряда вдоль пути   
численно равна напряжению между точками А и В. ЭДС численно 
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равна работе по перемещению единичного заряда по замкнутому 
пути  
  edE  . 
Таким образом 
              

dEU  – для любого электрического поля, 
B
A
U Ed    – для электростатического поля.        (2.10) 
В общем случае напряжение зависит от пути интегрирования 
ℓ; но для электростатического поля – нет. 
 
 
 
2.6. Основное свойство электростатического поля 
(условие потенциальности) 
 
В поле точечного заряда Q  определим циркуляцию вектора 
напряженности Е по замкнутому контуру  , рисунок 2.14, ?

dE  
 
Рисунок 2.14 
Подставим напряженность точечного заряда 024 a
QE R
R , получим: 
  204 RdRQdE a


. 
Так как 
dRdRdR  cos00  , 
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то 
                              0144 2 

 
R
Ra
R
Ra R
Q
R
dRQdЕ  . 
Циркуляция вектора напряженности электростатического поля 
вдоль любого замкнутого контура равна нулю. 
Таким образом основное свойство электростатического поля 
(условие потенциальности) имеет вид: 
0 

dЕ .      (2.11) 
Выведено для точечного заряда, но справедливо и для суммы 
зарядов, создающих поле. 
Всякое безциркуляционное поле является потенциальным, то 
есть в каждой точке пространства оно может характеризоваться 
скалярной величиной – потенциалом поля. Это важно с 
практической точки зрения, так как рассчитать скалярную 
величину – потенциал легче, чем векторную величину – 
напряженность. Электростатическое поле всегда потенциально. 
Получим равенство (2.11) в дифференциальной форме, для 
чего применим теорему Стокса 
0 
s
SdErotSdЕ

. 
Так как поверхность S  и охватывающий ее контур   выбирались 
произвольно, то интеграл будет равен нулю только в случае, когда  
 rotE=0. (2.12 )  
Таким образом электростатическое поле всегда безвихревое. 
Уравнение (2.12) представляет собой второе уравнение 
Максвелла для электростатического поля. В общем случае оно 
имеет вид: 
BrotE
t
   . 
В декартовой системе координат: 
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y yx xz z
x y z
i j k
A AA AA ArotE x y z xE i j k
y z z x x y
A A A
                                   . 
 
 
2.7. Потенциал электростатического поля 
Докажем, что в электростатическом поле напряжение не зависит от 
пути интегрирования. Для любого замкнутого контура AnBmA, 
рисунок 2.15, справедлива формула (2.11): 0
AnBmA
dE  . 
 
Рисунок 2.15 
Разбиваем интеграл по замкнутому контуру на два интеграла  
0 
BmAAnB
dEdE   
и во втором поменяем пределы интегрирования 
 
AmBAnB
dEdE 0 . 
Тогда  
 
AmB
AB
AnB
UdEdE  ; dEU
B
A
AB  . 
Напряжение между точками А и В не зависит от пути 
интегрирования, а зависит от координат точек А и В. Если находить 
напряжение между точкой А(х, у, z) и некоторой фиксированной 
точкой Р(х0, у0, z0), то это напряжение будет зависеть только от 
координат точки А и оно называется потенциалом точки А. 
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 
 
 
dEzyx
ozoyox
zyx
P
A
A 
.,
.,
., .    (2.13) 
Потенциал в самой точке Р равен нулю 
0  dE
P
P
p . 
Точку, где потенциал равен нулю, выбирают или в 
бесконечности (теоретический расчет), или потенциал земли 
(заземление в корпусе прибора). В условиях электростатики – земля 
есть проводящее тело, а значит эквипотенциальное. Поэтому 
безразлично, где именно на поверхности земли брать точку с 
нулевым потенциалом. 
Потенциал – функция неоднозначная, но для нас более важно 
понятие разности потенциалов, которое не зависит от пути 
интегрирования и выбора точки Р, где 0  . Выбираем путь 
интегрирования в формуле (2.10) через точку Р, где 0 , 
рисунок2.16. 
 
Рисунок 2.16 
Тогда 
BA
P
B
p
A
B
p
p
AApB
B
A
AB dEdEdEdEddEdEU      
При этом мы воспользовались формулой (2.13). 
Итак, 
BA
B
A
AB dEU     . 
2.7.1. Потенциал поля точечного заряда. 
         Если в формуле (2.13) выбрать  путь интегрирования по 
радиусу Rdd  , считая потенциал равным нулю в бесконечности 
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(точка Р ), то векторы Е  и d  будут совпадать по направлению, 
рисунок 2.17. 
 
 
Рисунок 2.17 
Тогда, подставляя в (2.13) 024 RR
QЕ
a , получим: 
 0
0
2 24 4 4 4
P
A
a a a aA R R R
Q R dR Q dR Q QEd
R R R R

    
  
        . 
Потенциал поля точечного заряда: 
4 a
Q
R
  .      (2.14) 
2.7.2. Потенциал поля зарядов, распределенных по объему V, 
рисунок 2.4. Считая объем dV  точечным зарядом dVdQ  и 
применяя формулу (2.14), получим элементарный потенциал d , 
создаваемый зарядом dQ  в точке А 
4 a
dQd
R
  . 
Потенциал точки А от всех зарядов объема V будет равен: 
1
4 a V
dV
R
   . 
Заметим, что, в условиях электростатики, объемное 
распределение зарядов может быть в диэлектрике, но не в 
проводнике, у которого заряды распределятся на поверхности. 
2.7.3. Потенциал зарядов, распределенных по поверхности S, 
рисунок2.5. 
Элементарный потенциал точки А от точечного заряда 
dSdQ   в соответствии с (2.14) будет равен  
R
dSd
a

4
 . 
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Интегрируя по поверхности S, получим потенциал точки А от 
всех зарядов поверхности S: 

S R
dS
 04
1
. 
 
2.7.4. Потенциал поля зарядов, распределенных по линии  , 
рисунок 2.6. 
Потенциал точечного заряда ddQ   определяем по формуле 
(2.14): 
R
dd
a

4
  
Потенциал точки А от всех зарядов линии   будет равен 



R
d
a

 4
1 . 
 
2.8. Градиент потенциала. Эквипотенциальные поверхности 
В некотором поле будем перемещаться по пути ℓ, рисунок 
2.13. Изменение потенциала на элементарном пути d  понимаем 
как разность потенциалов начальной и конечной точек пути d , то 
есть как элементарное напряжение     dddU  21 , 
где d  – приращение потенциала на пути d . Из формулы (2.10) 
для напряжения 
;l
dEU   следует 
dEdU  . 
Тогда  
 dEd   . 
Запишем изменение потенциала на пути d  через частную 
производную по пути  
 dd 
   
и используем формулу скалярного произведения векторов. 
Получим: 
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 cos EddEd 
 . 
Отсюда имеем 
cosE   . 
Изменение потенциала вдоль направления ℓ, приходящееся на 
единицу длины, равно проекции вектора напряженности на это 
направление, взятое с обратным знаком 
cosE    . 
Рассмотрим два случая: 
1) ; cos 0
2
E      . 
Отсюда следует:  , ,x y z const  . Это есть уравнение 
эквипотенциальной поверхности. На рисунку 2.18 пунктирными 
линиями показаны две эквипотенциальные поверхности: сonstA  ; 
constB  . Они перпендикулярны силовым линиям вектора Е  090 . 
 
Рисунок 2.18 
Эквипотенциальные поверхности электростатического поля 
являются замкнутыми. 
В электростатическом поле все проводящие тела 
эквипотенциальны, и их поверхности являются 
эквипотенциальными, а значит силовые линии направлены 
перпендикулярно поверхности проводника. 
2) 0 ; Е


 . 
Обозначим ndd  , так как это особое направление. 
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В этом направлении изменение потенциала максимально. Это 
направление вдоль силовых линий. Производная от потенциала φ 
по этому направлению и является градиентом 
0grad n E
n
    .     (2.15) 
Градиент потенциала – это вектор, направленный в сторону 
наибольшего возрастания потенциала, численно равный 
производной от потенциала по этому направлению. Градиент в 
различных системах координат записывается по-разному. Запишем 
в декартовой системе координат 
E
z
к
y
j
x
igrad 


  . 
Используя оператор   и подставляя 
zyx EкEjEiE   
получим: E   , то есть, зная потенциал φ, всегда найдем вектор E  
и его проекции: 
; ;x y zE E Ex y z
                (2.16) 
22 2
2 2 2
x y zE E E E x y z
                        . 
 
   2.9. Электрическое поле в веществе. Поляризация 
диэлектриков 
 
Выясним, как воздействует электрическое поле на 
диэлектрики, и какие изменения претерпевает само электрическое 
поле, когда оно находится в диэлектрике. 
В веществах электрические заряды бывают двух типов: 
свободные и связанные заряды. 
Свободными называются заряды, которые под воздействием 
сил поля могут свободно перемещаться в веществе, их 
перемещение не ограничивается внутримолекулярными силами. 
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Под связанными понимают электрические заряды, входящие в 
состав вещества и удерживаемые в определенных положениях 
внутримолеку-лярными силами. В любом веществе сумма 
положительных связанных зарядов равна сумме отрицательных 
связанных зарядов. 
Хотя в диэлектрике всегда имеется некоторое количество 
свободных зарядов, но проводимость диэлектриков во много раз 
(1016 – 1020 раз) меньше проводимости металлических проводников. 
Поэтому пока будем считать, что диэлектрики идеальны, то 
есть в них есть только связанные заряды. 
Электрическим диполем называется система двух равных по 
величине и противоположных по знаку зарядов, расположенных на 
небольшом расстоянии l друг от друга (рисунок 2.19). 
Рисунок 2.19 
Векторная величина p Ql   называется электрическим 
моментом диполя. 
Под воздействием электрического поля диэлектрик 
поляризуется. При этом происходит перераспределение связанных 
зарядов.  
В веществах с неполярными молекулами молекулы 
приобретают свойства электрических диполей, частично 
ориентированных в направлении электрического поля.  
В веществах с полярными молекулами, которые при отсутствии 
внешнего поля расположены хаотически, под воздействием 
электрического поля происходит частичная ориентировка 
молекулярных диполей в направлении электрического поля. 
При отсутствии внешнего электрического поля 
геометрическая сумма электрических моментов диполей в любом 
объеме равна нулю. 
l
- Q +Q
32 
Интенсивность поляризации характеризуется вектором 
поляризации P , причем  
. 
Для большинства диэлектриков между величинами вектора 
напряженности внешнего поля E  и вектора поляризации P  
существует пропорциональная связь: 
0ap E E    
  , 
где a – абсолютная электрическая восприимчивость (измеряется в 
фарадах, деленных на метр);  – относительная электрическая 
восприимчивость (безразмерная величина). 
При поляризации диэлектриков на их поверхностях 
обнажаются связанные заряды. 
Выведем формулу, связывающую вектор поляризации с 
плотностью связанных зарядов и суммарным связанным зарядом, 
который возникает на поверхности поляризованного диэлектрика. 
Рассмотрим некоторый объем поляризованного диэлектрика в 
виде цилиндра длиной L и площадью основания S (рис. 2.20).  
 
Рисунок 2.20 
Внутри этого объема все связанные заряды взаимно 
компенсируются, и лишь на его торцах обнажаются связанные 
заряды противоположного знака. 
Если представить связанные заряды диэлектрика, как 
совокупность положительной и отрицательной «жидкостей», то при 
воздействии стороннего поля положительная «жидкость» сместится 
по направлению поля, отрицательная – наоборот, и на торцах 
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нашего цилиндра появятся поверхностные связанные заряды, 
рисунок 2.20. Смещение связанных зарядов очень мало даже по 
сравнению с размерами молекул. 
Тогда весь этот объем можно рассматривать как 
электрический диполь с электрическим моментом. 
P = QсвязL = связSL, 
где связ – поверхностная плотность связанных зарядов на торцах 
цилиндра. 
Определим величину вектора поляризации: 
связ связ
связ
/ /( ) ;
.
P p V SL SL
P
     
   
Поскольку единица измерения [связ] = Kл/м2, то и P 
измеряется в кулонах, деленных на квадратный метр [Кл/м2]. 
Если форма тела более сложная, то в разных точках 
поверхности могут быть различные P и связ, но в каждой точке 
равны между собой связ и нормальная составляющая вектора 
поляризации Pn. Суммарный связанный заряд на внешней 
поверхности S определяется следующим образом: 
связ связ n
S S S
Q dS P dS P dS      . 
Следует обратить внимание на то, что при поляризации 
диэлектрика связанные заряды создают электрическое поле в его 
объеме, направленное против внешнего поля, в результате чего 
напряженность поля в диэлектрике оказывается меньше, чем в 
окружающем его вакууме (воздухе). 
Таким образом в диэлектрике поле создается и свободными и 
связанными зарядами. Согласно теореме Гаусса (2.5) поток вектора 
E  сквозь замкнутую поверхность S (находящуюся в диэлектрике и 
охватывающую заряд Q) будет равен 
0
связ
S
QQSdE  . 
– – 
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Но в процессе поляризации через поверхность S сместятся 
связанные заряды того же знака, что и создающий поле свободный 
заряд Q. Внутри поверхности S останутся связQ  противоположного 
знака. Тогда формулу для связанных зарядов следует записать в 
виде  
dSPQ
S
связ   . 
Следовательно      


  
S
связ
S
SdPQQQSdE
00
11
  
или                                            QSdPE
S
 0 . 
Стоящая в скобках сумма векторов определяет вектор смещения  
PED  0 , 
то есть теорема Гаусса для вектора смещения будет иметь вид: 
QSdD
S
 . 
Заметим, что силовые линии поля вектора D начинаются и 
заканчиваются на свободных зарядах, а линии вектора Е – и на 
связанных. Но не следует думать, что поле вектора D зависит 
только от свободных зарядов. В общем случае оно зависит и от 
связанных зарядов, а теорема Гаусса для вектора D выражает 
свойство потока вектора D. То же относится к вектору поляризации 
Р и зависимости его потока от связанных зарядов 
 
 
2.10. Уравнения Пуассона и Лапласа 
 
Выше нами получены два дифференциальных уравнения для 
электростатического поля (2.8), (2.15). 
1) 
a
divE   – теорема Гаусса в дифференциальной форме; 
2) grad E    – взаимосвязь градиента потенциала и 
напряженности поля. 
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Подставляя второе равенство в первое, получим:  
a
div grad     – уравнение Пуассона в общем виде. 
В декартовой системе координат: используя оператор 
Гамильтона  
i j k
x y z
        , 
2 2 2
2
2 2 2x y z
           , 
где 2    – лапласиан, и учитывая соотношения 
 grad , 
z
Е
y
Е
х
ЕEEdiv zyх 


 , 
где хEx 
  ; 
y
Ey 
  ; 
z
Ez 
  , 
получим                    
a
divgrad 
  2  
или                        
azyх 
 


 2
2
2
2
2
2
2     (2.17) 
Уравнение Пуассона связывает потенциал в некоторой точке 
поля с объемной плотностью зарядов в этой же точке, хотя 
потенциал в некоторой точке    зависит от всех зарядов, создающих 
поле. 
Если в данном объеме поля нет зарядов, то правая часть будет 
равна нулю, и мы получим уравнение Лапласа: 
2 2 2
2
2 2 2 0x y z
                (2.18) 
Общее решение уравнения Пуассона (и уравнения Лапласа в 
областях, где ρ = 0, но интегрирование по области, где ρ ≠ 0) 
известно: 
1
4 a V
dV
R
   . 
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Воспользоваться на практике этим решением удается редко – 
для простых типов полей. На практике поступают так. Решают 
уравнения Лапласа и Пуассона (2.17), (2.18) для однородных 
областей данного устройства и используют граничные условия для 
нахождения постоянных интегрирования. Так как это уравнение в 
частных производных второго порядка, следовательно, в каждой 
области будет две постоянных интегрирования и граничных 
условий тоже будет два.  
 
2.11. Граничные условия в электростатическом поле 
 
Для границы диэлектрик–диэлектрик, рисунок 2.21, найдем 
граничные условия.  
                               
                                 Рисунок 2.21                                                
 На рисунке 2.21 
 dcab . 
Участок границы длиной   охватим замкнутым контуром 
abcda и применим к этому контуру основное свойство 
электростатического поля  
0
abcda
dE  . 
Разобьем интеграл на четыре слагаемых: 
0 
dacdbcab
dEdEdEdE  . 
Устремляем стороны контура аd и cb к нулю, тогда останется 
два интеграла 
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021  
cdab
dEdE  . 
Учтем соотношения 
  110 sin90cos   ,   220 sin90cos   , 
0sinsin 2211   
cdab
dEdE  . 
Считаем, что участок   достаточно мал, чтобы считать Е1 и 
Е2 на этом участке постоянными, а значит их можно вынести за 
знак интеграла. Тогда 
0sinsin 2211  
cdab
dEdE   ; 
0sinsin 2211    EE ; 
1 1 2 2sin sinE E   
или 
1 2E E  . 
На границе раздела двух диэлектриков тангенциальная 
составляющая вектора напряженности электрического поля 
остается неизменной. Это первое граничное условие. 
Тангенциальная составляющая вектора электрического 
смещения будет претерпевать разрыв на границе двух 
диэлектриков:      1 2 1 1
1 2 2 2
a
a a a
D D D
D
  


      
Получим второе граничное условие. Для общности считаем, 
что на границе распределены заряды с поверхностной плотность  , 
рисунок 2.22. 
 
Рисунок 2.22 
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Малый участок границы площадью S  охватываемый 
замкнутой цилиндрической поверхностью, у которой основания 
цилиндра 
1 2S S S   , 
Sбок –  боковая цилиндрическая поверхность. 
Применим обобщенную теорему Гаусса и разобьем интеграл 
на три слагаемых  
SQSdD
S
  , 
SSdDSdDSdD
бокsss
  
21
. 
Приближаем 1S  и 2S  к границе, тогда боковая поверхность 
является бесконечно малой по сравнению с поверхностью S , и ею 
можно пренебречь.  
На 1S : 11111 cos)cos(   dSDdSDSdD . 
На 2S : 222 cos dSDSdD . 
Тогда 
SdSDdSD
SS
  
21
2211 coscos . 
Величины векторов 1D  и 2D  будем считать постоянными, так как S  
мало. 
1 2
1 1 2 2cos cos
S S
D dS D dS S              
 или 
2 2 2 1 1 1cos cosD S D S S         . 
Сократим поверхности SSS  21 , получим: 
2 2 1 1cos cosD D       или 2 1n nD D   . 
Это и есть второе граничное условие. 
На границе раздела двух сред нормальная составляющая 
вектора электрического смещения изменяется скачком, равным 
поверхностной плотности зарядов на границе. 
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Если граница не заряжена, то нормальная составляющая 
вектора D  непрерывна. 
1 2n nD D  или 1 1 2 2a n a nE E  . 
Нормальная составляющая вектора Е претерпевает разрыв, 
равный отношению диэлектрических проницаемостей двух 
диэлектриков 
1
2
2
1
a
a
n
n
E
E

 . 
Итак, граничные условия: 
1 2E E  ;     (2.19)  
        2 1n nD D   . 
Если на границе нет зарядов: 1 2E E  ; 1 2n nD D . 
 
2.12. Прямая и обратная задачи электростатики 
 
Прямая задача.  
По заданному распределению зарядов в пространстве 
необходимо найти распределение поля в пространстве, то есть 
закон изменения E  или D . Эта задача решается в общем случае с 
помощью уравнений Пуассона и Лапласа. Если среда однородная и 
изотропная, то решение находится по известным формулам: 

Vа R
dV
 4
1 ; 
Sа R
dS
 4
1 ; 


R
d
а

 4
1 ; gradE  . 
Среда чаще является кусочно-однородной. В этом случае 
решают уравнения Пуассона и Лапласа для каждой однородной 
области и возникающие при этом постоянные интегрирования 
находятся из граничных условий (2.19), применяемых ко всем 
границам раздела однородных областей. На практике часто 
применяются специальные приемы расчетов поля, такие как: метод 
зеркальных отображений, метод комфортных преобразований, 
метод функций Грина и др. Иногда применяют графический метод 
решения, в котором по определенным правилам составляются 
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картины силовых и эквипотенциальных линий (картины 
распределения). Раньше в некоторых случаях использовалось 
моделирование электростатического поля на электропроводной 
бумаге или в электролитической ванне, основанное на аналогии 
между электростатическим полем в диэлектрике и электрическим 
полем в проводящей среде. В настоящее время применяется 
моделирование распределения поля на компьютере. Для простых 
задач решение может быть получено с помощью теоремы Гаусса и 
интегральных формул, вытекающих из закона Кулона. 
Обратная задача заключается в нахождении распределения 
зарядов в пространстве при известном распределении в 
пространстве их потенциала или напряженности электрического 
поля. Решается прямой подстановкой в уравнение Пуассона. 
  2 2 22 2 2 2, , a a ax y z div grad x y z
                        . 
2.13. Проводник в электростатическом поле. 
Электростатическая индукция, условия на границе проводник – 
диэлектрик 
 
      В электростатическом поле свободные заряды в проводнике в 
результате взаимного отталкивания оказываются распределенными 
на поверхности проводника. При этом они занимают такое 
равновесное состояние, что суммарная напряженность 
электрического поля внутри проводника равна нулю. Из этого 
следует, что проводящее тело в электростатическом поле будет 
иметь один и тот же потенциал  ( 0 gradE ; const ) и его 
поверхность является эквипотенциальной, а значит на границе 
проводник – диэлектрик силовые линии поля будут 
перпендикулярны относительно поверхности. Это, в частности, 
следует из граничных условий 
 21 EE  ;  nn DD 21 . 
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В проводнике, рисунок 2.23, Е1 = 0, D1 = 0. Тогда получим 
граничные условия для границы проводник – диэлектрик: 
02 Е , nD2 . 
 
Рисунок 2.23 
Если в электростатическое поле поместить нейтральный 
незаряженный проводник, то в нем происходит разделение зарядов: 
отрицательные заряды смещаются в сторону больших потенциалов, 
а положительные – наоборот. При этом наведенные заряды 
распределяются на поверхности проводника таким образом, что 
поле внутри проводника равно нулю, а значит и в этом случае 
силовые линии в диэлектрике подходят к поверхности проводника 
под прямым углом, рисунок 2.24. 
 
Рисунок 2.24 
При этом в целом тело остается нейтральным. 
Явление, при котором в электростатическом поле в 
нейтральном проводнике наводятся заряды, называется 
электростатической индукцией.   
 
2.14. Напряженность и потенциал поля заряженной оси (нити). 
Поле двух заряженных осей. Сущность метода зеркальных 
изображений 
 
Формула напряженности поля заряженной оси выведена нами 
ранее: 
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ar
E 

2
 . 
Потенциал определяем по формуле (2.13) 

P
A
dE  
Точку Р относим на расстояние rr 0 , рисунок 2.10. Путь 
интегрирования выбираем по радиусу (из точки А на рисунке 2.10) 
rdd  , 
тогда 
 nrnr
r
drdrErdE p
r
r
r
r
r
r
ppp
  
00 22 


  
или 
2
P
a
rn
r
   . 
Точку Р в этой формуле нельзя удалять в бесконечность, так как 
при этом  . 
Определим поле, создаваемое двумя противоположно 
заряженными нитями, рисунок 2.25 
 
Рисунок 2.25 
Определим потенциал точки А методом наложения: 
 1 21 2 1 1 2 2
1 22 2 2
P P
P P
a a a
r rn n nr nr nr nr
r r
                      
1 2
2 12
P
a P
r rn n
r r
    
   
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Устремим точку Р в бесконечность, тогда 
1Pr  ; 2Pr  ; 1
2
1 0P
P
rn n
r
   . 
Окончательно  
2
12 a
rn
r
   ,     (2.20) 
где 1r – расстояние до положительной оси; 
2r  – расстояние до отрицательной оси. 
Напряженность поля определяем по формуле E grad φ и 
формулам(2.16). 
О методе зеркальных изображений. В плоскости, 
перпендикулярной плоскости расположения проводов и 
проходящей посередине между ними  2
1
0
2 a
rn
r
   , так как 
2 1r r . Это эквипотенциальная поверхность с потенциалом равным 
нулю. Если ее заземлить, то потенциал не изменится   и 
распределение поля будет симметрично относительно плоскости 
0 . Левая часть рисунка 2.25 (его поля) будет соответствовать 
задаче: проводник над поверхностью 0 . На практике поле 
заряженного проводника, расположенного над проводящей 
поверхностью (над землей, рисунок 2.26,а) заменяют полем двух 
противоположно заряженных проводников, при этом положение 
дополнительного заряженного проводника находится в месте 
расположения зеркального отображения основного проводника, 
рисунок 2.26. 
 
Рисунок 2.26 
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Тогда поле определяется по формулам: (2.15), (2.20) 
2
12 a
rn
r
   ; 
gradE  . 
Исходная задача, рисунок 2.26,а, предполагает решение 
полевой задачи с использованием уравнений Максвелла (или 
уравнений Пуассона и Лапласа). В методе зеркальных изображений 
достаточно использовать две последние формулы. Отображение 
зарядов можно применять дважды. Например, для заряда (или 
заряженного с плотность   проводника), расположенного вблизи 
угла заземленного корпуса прибора (устройства), рисунок 2.27. 
 
Рисунок 2.27 
 
 
 
2.15. Поле двухпроводной линии без учета влияния земли. 
Электрические оси проводов 
 
Задача расчета поля двухпроводной линии может быть 
сведена к задаче расчета поля двух заряженных осей. Выше мы 
определили, что плоскость, проходящая посредине между 
проводами, имеет потенциал 0 . 
Найдем другие эквипотенциальные поверхности. Для этого 
используем уравнение эквипотенциальной поверхности 
сonst  
или 
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сonst
r
rn
а

1
2
2

 . 
Отсюда следует 
kconst
r
r 
1
2 . 
Выразим 1r  и 2r  через координаты точки А, рисунок 2.25, и 
найдем уравнение эквипотенциальной поверхности, как функцию 
координат х, у  
 
  kyxd
yxd 


22
22
, 
или                                222222 ykkxdyxd  ; 
        011211 2222222  kykdxkxkd ; 
22
2
2
2
1
12 dy
k
kdxx 
 . 
Дополним первые два слагаемых до квадрата разности 
2
2
2
2
22
2
2
2
1
1
1
1 d
k
kdy
k
kdx 









 ; 
2
2
2
2
2
2
1
2
1
1 








k
dky
k
kdx . 
Введем обозначения: 2
2
1
1
k
kda 
 ; 21
2
k
dkR   и получим уравнение 
эквипотенциальной поверхности  
  222 Ryax  . 
Это уравнение окружности с центром, смещенным на величину а 
по оси х. Значит наши эквипотенциальные поверхности – 
окружности, причем, если 1k  то 0a , da   окружность смещена 
влево от начала координат, если  1k  – вправо; 1k  – средняя 
плоскость, 0  . Силовые линии будут перпендикулярны к этим 
эквипотенциальным поверхностям и направлены по дугам 
окружностей от положительно заряженного провода к 
отрицательному проводу. Внутри проводов 0;E const  . 
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Так как провода линии являются эквипотенциальными, то 
можно считать, что, например, окружности радиусов 1R  и 2R , 
центры которых расположены на расстоянии aaa  21  есть 
поверхности проводов двухпроводной линии, При этом поле вне 
проводов будет таким же, как поле двух заряженных осей. Значит 
можно считать, что потенциал двухпроводной линии определяется 
формулой (2.20), где 1r  и 2r  – расстояние до электрических осей 
проводов, которые не совпадают с геометрическими осями, а 
смещены на расстояние  d a . Напряженность  электрического 
поля двухпроводной линии определяется по формуле ( )E grad   . 
 
2.16. Электрическая емкость 
 
Два противоположно заряженных проводящих тела, 
разделенных диэлектриком, представляют собой конденсатор, 
рисунок 2.28. 
 
Рисунок 2.28 
Напряжение на конденсаторе  
21
2
1
   dEU  
пропорционально напряженности EU ~ . 
Из теоремы Гаусса  
as
QSdE   
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Следует, что напряженность пропорциональна заряду. Тогда и 
напряжение будет пропорционально заряду QU ~ . Коэффициентом 
пропорциональности является емкость CUQ  . Отсюда емкость 
U
QC  .      (2.21) 
Емкость характеризует способность системы заряженных тел 
накапливать электрическую энергию. Зависит от размеров и 
диэлектрической проницаемости среды. 
Из (2.21) следует, что при одном и том же напряжении 
больший заряд на пластинах конденсатора будет в случае большей 
емкости, а значит, больше электрической энергии аккумулируется 
между пластинами конденсатора, так как напряженность поля 
пропорциональна заряду (из теоремы Гаусса). Если среда линейная, 
диэлектрическая проницаемость диэлектрика между пластинами 
конденсатора не зависит от напряженности поля, а значит и от 
заряда. В этом случае емкость constС   и не зависит ни от заряда, 
ни от напряжения, хотя определяется через эти величины (2.21). 
Поэтому, чтобы определить емкость, необходимо рассчитать 
электрическое поле. 
 
Порядок расчета емкости 
1. Задаемся зарядом. 
2. Определяем напряженность поля E  (например по теореме 
Гаусса) или потенциал   (например через решение 
уравнений Пуассона и Лапласа). 
3. Определяем напряжение  dEU  или 1 2U    . 
4. Находим емкость по формуле (2.21), при этом заряд 
сократится. 
Емкость зависит от диэлектрической проницаемости a , 
размеров, конфигурации и взаимного расположения заряженных 
тел. 
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2.17. Примеры расчета емкости 
 
2.17.1. Емкость двухпроводной линии без учета влияния земли. 
Смещение электрических осей. 
Воспользуемся рисунком 2.25. Полагаем: RRR  21 , 
aaa  21 , смещение электрической оси dab  . Действуем в 
соответствии с выше изложенным порядком расчета: 
1
2
2 r
rn
a

  , 
21  
Q
U
Qc  
1) задаемся величиной  ; 
2) определяем потенциал проводов: 
Левый провод. Берем на оси х ближнюю к началу координат точку 
поверхности: bRr 1 , bRar  22 : 
bR
bRаn
a 
 2
21

 . 
Правый провод. Берем на оси х ближнюю к началу координат точку 
поверхности: bRаr  21 , bRr 2 : 
bRа
bRn
a 

222

 ; 
3) определяем напряжение 21  U ; 
4) определяем емкость двухпроводной линии длиной ℓ: 
bR
bRan
bR
bRanU
QС a
a 


 22
2
2 


 


 . 
Если расстояние между проводами значительно больше 
радиуса проводов Rа 2 , то смещение электрической оси 0b ; 
RbR  , abRa 22  . Тогда  
R
an
C a2
 . 
Найдем смещение осей b . 
Так как провода – это эквипотенциальные тела, то потенциалы 
любых точек провода одинаковы. Исходя из этого, приравняем 
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потенциалы двух точек левого провода (ближняя и дальняя по оси х 
точки поверхности провода, рисунок 2.25) 
1 3
2 2
2 2a a
a R b a R bn n
R b R b
       
    . 
Отсюда следует  
2 2a R b a R b
R b R b
     ; 
  22 2 2R a b b    ; 
02 22  Rabb . 
Таким образом смещение электрической оси: 
2 2b a a R   . 
В этой формуле перед корнем следует брать знак минус. 
 
2.17.2. Емкость двухпроводной линии с учетом влияния земли.  
Полагаем, что расстояние между проводами линии d и высота 
подвеса линии над землей h значительно больше радиуса проводов 
r. Тогда электрические оси совпадают с геометрическими и 
смещение 0b  
 
Рисунок 2.29 
 
Используем метод зеркальных изображений для нахождения 
потенциала φ. На рисунке 2.29 показаны два реальных провода и их 
зеркальное отображение относительно плоскости 0  
(местоположение удаленной земли). Расчет ведем по формулам 
(2.20) и (2.21): 
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1) задаем линейную плотность зарядов  ; 
2) определяем потенциалы проводов как сумму потенциалов (метод 
наложения) от левой и правой пары проводов, используя формулу 
(2.20) для каждой пары; 
определяем потенциал левого провода: 
   22111 22
2
2 hrd
rdn
r
rhn
aa 
  


 ; 
определяем потенциал правого провода: 
   
rd
hrdn
rh
rn
aa 

22
222
2
222
 


 ; 
3) определяем напряжение  
21  U ; 
4) определяем емкость линии длиной  : 
   2221 2
2
hrd
rdn
r
rhnU
QС a


 
 

 . 
Обычно d r , h r ,  
тогда:  
 22 2
2
hdr
dhn
C a

 
 . 
Если высота подвеса линии значительно больше расстояния 
между проводами h d , то:  
aC dn
r
 


, 
что совпадает с приближенной формулой емкости без учета 
влияния земли. 
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2.17.3. Емкость коаксиального кабеля (емкость цилиндрического 
конденсатора), рисунок 2.30. 
    
а        б 
Рисунок 2.30 
      1.Задаемся зарядом Q  (на внутреннем проводе кабеля Q , на  
внешнем  Q ). 
      2.Применяем теорему Гаусса 
0
QSdE
s
 . 
Поле обладает цилиндрической симметрией, поэтому 
замкнутую поверхность S выбираем цилиндрической. На рисунке 
2.30, б показана эта воображаемая поверхность с радиусом 
21 rrr  . 
Разбиваем интеграл на три слагаемых 
0
2 
QSdESdE
оснбок ss
  . 
На основаниях векторы E  и Sd  перпендикулярны, значит 
скалярное произведение равно нулю. Тогда 
бок aS
QЕdS   . 
На боковой поверхности векторы E  и Sd  совпадают по 
направлению. На боковой поверхности напряженность поля по 
величине везде одинакова, так как все точки боковой поверхности 
находятся в равных условиях по отношению к зарядам внутреннего 
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и внешнего проводников. Поэтому Е можно вынести за знак 
интеграла: 
бок aS
QE dS   . 
 
Интеграл  
 
бокS
rdS 2 , 
тогда  
2
a
QE r   . 
Отсюда 
2 a
QE
r
  . 
3. Находим напряжение между внутренним и внешним 
проводами кабеля 
                             
2 2
1 1
2
1
ln
2 2
r r
a ar r
rQ dr QU Ed Edr
r r
     

    . 
Здесь путь интегрирования d  выбран по радиусу drd  и 
учтено, что векторы E  и dr совпадают по направлению. 
4. Определяем емкость 
1
2ln
2
r
rU
QС a . 
Если изоляция будет двухслойной, то при таком же порядке 
действий получим формулу емкости 
0 2
1 1 2 0
2
1 1ln ln
a a
C r r
r r



 
, 
где 1 0 2r r r  ; 
0r  – граница между двумя слоями изоляции. 
Емкость цилиндрического конденсатора рассчитывается 
также, и формулы берутся те же.  
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2.17.4. Емкость плоского конденсатора. 
Рассмотрим случай двухслойной изоляции, рисунок 2.31. 
 
Рисунок 2.31 
Создаваемое зарядами поле будет направлено 
перпендикулярно пластинам конденсатора, так как в 
электростатическом поле проводящие пластины – это 
эквипотенциальные поверхности. Если пренебречь краевым 
эффектом, то напряженность поля будет иметь только 
составляющую xE  
;x xxE E iE D D  

, 
где i  – единичный вектор по оси х. 
Применим к полю между пластинами третье уравнение 
Максвелла: 
divD  . 
Так как в диэлектрике нет свободных зарядов, то: 
0divD  . 
В декартовой системе координат: 
0yx xz
DD DDdivD
x y z x
         . 
Отсюда следует xD const . Из граничных условий на границе 
проводник–диэлектрик можно записать: 
xD const  , 
где   – поверхностная плотность зарядов. 
То есть заряды равномерно распределяются по поверхности 
пластины, а значит:          x QD S   . 
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Из граничных условий для границы диэлектрик – диэлектрик, 
учитывая, что вектор xD  перпендикулярен границе, можно 
записать: 
1 2x x
QD D
S
  , то есть 1 1 2 2a x a x QE E S   . 
Отсюда  
1
1
x
a
QE
S
  ; 2 2x a
QE
S
  . 
Определяем напряжение  
  
 
 21
12
121 1 21
1 1
21
00 0
2
1
dd
da
ddd d dd
d a
xx dxS
Qdx
S
QdxEdxEEdxdEU 



 
21
21
aa
dd
S
Q
 . 
Определяем емкость 
21
21
aa
dd
S
U
QC
 
 . 
Для однослойного конденсатора ( 2 0d  ): 
1
1
a SC
d
  .       (2.22) 
                                   Примечания 
1. Емкость двухслойного конденсатора можно определить как 
суммарную емкость двух последовательно включенных 
однослойных конденсаторов, с емкостями, равными емкости 
каждого из слоев, рисунок2.32. 
1
1
1
;aSC
d
  22
2
aSC
d
  . 
 
                                                                          
Рисунок 2.32 
 
Подставляя 1С  и 2С  в соотношение 
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1 2
1 1 1
C C C
  , 
найдем емкость С двухслойного конденсатора. 
2. Вывести формулу емкости можно было с помощью теоремы 
Гаусса, охватив одну из пластин поверхностью в виде 
параллелепипеда и учтя, что поле существует только между 
пластинами. Слева и справа от конденсатора поля нет. 
 
 
2.18. Электростатическое поле системы заряженных тел 
 
В однородном безграничном диэлектрике расположено n 
проводящих тел. Допустим, что одно из тел имеет заряд 1q , а 
полный заряд каждого из остальных тел равен нулю. В результате 
электростатической индукции на поверхности незаряженных тел 
наводятся поверхностные заряды, закон распределения которых по 
поверхности каждого тела определяется условиями 
электростатического равновесия и зависит от формы, размеров и 
взаимного расположения тел. При этом все тела приобретут 
некоторый потенциал и наведенные заряды. Потенциалы тел будут 
пропорциональны заряду 1q  (если среда линейная, то прямо 
пропорциональны). Отметим, что если в поле заряда 1q  внесено 
тело ничтожно малых размеров, так что можно пренебречь 
искажением поля, вызываемым индуцированными зарядами 
второго тела, то потенциал этого тела будет равен потенциалу поля 
заряда 1q  в точке расположения внесенного тела (см. определение 
напряженности Е – формула (2.1). В нашем случае тела имеют 
конечные размеры и потенциал каждого тела определяется 
суммарным полем заряда 1q  и наведенных зарядов (которые 
пропорциональны 1q ). Тогда 
1111 q  ; 1212 q  ; … ; 11 qnn   , 
где 11 ; 21 ; … ; 1n  – постоянные. 
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Таким же образом будет действовать на все остальные тела заряд 
любого из n тел. Тогда для линейной среды по принципу 
наложения можно определить потенциалы всех n заряженных тел: 
nnnкnкnnn
nкnкккккк
nnкк
nnкк
qqqq
qqqq
qqqq
qqqq








......
...................................................................
......
...................................................................
......
......
2211
2211
222221212
112121111
   (2.23) 
Здесь коэффициенты с одинаковыми индексами кк  называют 
собственными потенциальными коэффициентами, а с разными кn  
– взаимными, причем nккn   . Все потенциальные коэффициенты 
положительны и зависят от формы и размеров проводящих тел и 
диэлектрической проницаемости среды. 
Единица измерения коэффициентов  , как следует из (2.23), 
[В/К], но это не значит, что потенциальные коэффициенты – это 
единица, деленная на емкость, так как в формуле  21   CCUсq  
фигурируют потенциалы двух тел с равными и противоположными 
зарядами, а в нашем случае система заряженных тел. 
Потенциальные коэффициенты могут быть определены 
(теоретически или экспериментально) из следующих соображений. 
Считая 
0кq ; 0...21  nqqq , 
из (2.23) получаем: 
к
ккк q
  ; 
к
n
nк q
  . 
Нередко возникает обратная задача: по известным 
потенциалам тел определить их заряды. Решая уравнения (2.23) 
относительно зарядов, получаем: 
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nnnкnкnnn
nкnкккккк
nnкк
nnкк
q
q
q
q








......
...................................................................
......
...................................................................
......
......
2211
2211
222221212
112121111
.   (2.24) 
Коэффициенты с одинаковыми индексами кк  называют 
собственными коэффициентами электростатической индукции, с 
разными индексами кn  – взаимными. Единица измерения [К/В]. 
Коэффициенты   определяются через коэффициенты   

 кnкn , 
где   – определитель системы (2.23) 
nnnn
n
n



...
...................
...
...
21
22221
11211
 . 
Алгебраическое дополнение кn  получают их определителя   
путем вычеркивания к-ой строки и n-столбца. 
Собственные коэффициенты электростатической индукции 
кк  – положительны, взаимные кn  – отрицательны, причем 
nккn   , 
так как определитель симметричен nккn  . Коэффициенты   
иногда называют емкостными коэффициентами. Коэффициенты   
могут быть определены по формулам 
к
ккк
q
  ; к
n
nк
q
   
при условии, что 0к , 0...21  n . 
Из этих формул следует, что 0кк , 0кn , так как , сообщив 
к-му телу положительный относительно земли заряд, мы тем самым 
всем остальным телам с потенциалом 0  (то есть заземленным 
телам) придаем отрицательный заряд  0nq . 
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Систему уравнений (2.24) часто записывают иначе. Согласно 
(2.24) заряд 


 n
кm
m
ткmккккq
1
 . 
К потенциалам произведений, стоящих под знаком суммы, 
прибавим и вычтем к  
    ккттккткктктmкт   . 
Тогда  
   

n
кm
m
кmтк
n
кm
m
кmкккккq
11
  
  ткn
кm
m
кm
n
m
кmк   
 11
. 
Введем обозначение 
кnкккк
n
т кткк
С   

......21
1
; 
ктктС  . 
Получим  
     nккnкккккккк CCCCq   ......2211 . 
Применив такие преобразования к каждому уравнению системы 
(2.24), получим: 
     
     
     
      nnnкnnкnnnnn
nккnкккккккк
nnкк
nnкк
СCCCq
СCCCq
СCCCq
СCCCq








......
................................................................................................
......
...............................................................................................
......
......
2211
2211
222222212212
111121121111
. (2.25) 
Коэффициенты ккC  и кnC  называют соответственно собственными и 
взаимными частичными емкостями, причем и 0ккC , и 0кnC . 
Так как nккn   , то nккn CC  . 
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Коэффициенты ккC  и кnC  также могут быть определены 
(теоретически и экспериментально) из формул (2.25). При условии 
n  ...21  коэффициент 
к
ккк
qC  . 
При условии 0к , 0...21  n  коэффициент 
к
n
nк
qC  . 
В правой части (2.25) каждое слагаемое представляет собой 
заряд. Например, заряд кккС   обусловлен разностью потенциалов 
между к-м телом и землей, заряд  nккnC    – разность потенциалов 
между к и n телами, т.е. частичные емкости кnC  – это отношение 
частичного заряда тела к, обусловленного разностью потенциалов 
 nк   , к величине этой разности потенциалов. Для наглядности 
изобразим частичные емкости трехфазной линии (рисунок 2.33). 
 
Рисунок 2.33 
Заметим, что частичные емкости используют не только при 
расчетах электростатических полей, но и быстро протекающих 
процессов в электрических цепях. 
Системы уравнений (2.23), (2.24), (2.25) часто называют 
первой, второй и третьей группами формул Максвелла для системы 
заряженных тел. 
 
2.19. Энергия и силы, действующие в электростатическом поле 
         Так как напряжение равно работе по перемещению 
единичного заряда 
dq
dAU  , то элементарная работа UdqdA  . 
60 
Энергия источника, заряжающего конденсатор от напряжения 0U  
до напряжения U, перешедшая в энергию электрического поля 
конденсатора, равна 
  
U
э
qU
C
qCUCUdUUdqdAW
0
22
222
. 
Здесь CdUdq   (так как CUq  ). В соответствии с (2.22) при 
изменении напряжения на конденсаторе на величину dU  заряд на 
одной из пластин увеличится на dq , а на другой уменьшится на dq  
(то есть изменится на величину dq ). При этом емкость constС  . 
Найдем объемную плотность энергии. Для плоского 
конденсатора (пренебрегаем краевым эффектом): 
напряженность поля 
d
UЕ  ; 
смещение  
S
qED a   ; 
емкость  
d
SC a , 
где S – площадь пластин конденсатора; 
d – расстояние между пластинами. 
Тогда энергия электрического поля равна 
d
SUСUW aэ 22
22  . 
Учитывая, что объем поля между пластинами равен dSV  , 
найдем объемную плотность энергии 
2222
2
2
2
2
2
/ EDE
d
U
Sd
SU
V
WW aaaээ   . 
Энергия в объеме V электрического поля (в том числе и 
неравномерно распределенного по объему) равна 
dVEDdVEdVWW
VV
a
ээ   22
2 . 
На каждую пластину конденсатора действует механическая 
сила F. Полагаем, что под действием силы F одна из пластин 
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медленно (теоретически бесконечно медленно) перемещается на 
расстояние dx , рисунок 2.34. 
На основании закона сохранения энергии, доставленная 
источником энергия иdW  расходуется на: 
1)  совершение механической работы dxFxdF  ; 
2)  изменение энергии электрического поля эdW ; 
3) тепловые потери от тока і, протекающего по проводам с  
сопротивлением R.  
dtiRdWdxFdW
t
эИ 2
0
 . 
По условию эксперимента пластина перемещается очень 
медленно, поэтому изменение заряда на пластинах также 
происходит весьма медленно, а значит ток смещения 
dt
dqi   между 
пластинами (являющийся продолжением тока проводимости і) 
будет пренебрежимо мал. То есть тепловыми потерями 
t
dtRi
0
2  в 
проводниках можно пренебречь. Тогда  
эИ dWdxFdW   
и сила 
 
dx
WWdF ЭИ  . 
Рассмотрим два случая. 
1. Конденсатор отсоединен от источника 0ИdW  и 
перемещение пластины происходит при constq  , тогда  
dx
dWF Э . 
 
Рисунок 2.34 
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Здесь знак «−» значит, что работа сил поля происходит за счет 
убыли энергии поля. 
Подставляя выражение для энергии 
S
xq
C
qW
a22
22
 , 
в котором расстояние между пластинами xd  , получим: 
22
22 SE
S
q
dx
dWF a
a
э 
  , 
так как Ex
x
SCExCUq a . 
Здесь знак «−» означает уменьшение расстояния dх   , 
рисунок 2.34. 
2. Конденсатор подключен к источнику и перемещение 
происходит при constU  . Тогда 
dCUUdqdWИ
2 , 
где dC – приращение емкости конденсатора при уменьшении 
расстояния между пластинами )( dх   на величину dх . 
Изменение энергии электрического поля конденсатора 
.
22
22
dCUCUddWЭ 


  
Разность энергий (источника и поля) 
ЭЭИ dW
dCUdCUdCUdWdW 
22
22
2 . 
Тогда сила равна 
dx
dCU
dx
dW
dx
dWdWF ЭЭИ 
2
2
. 
Но емкость 
x
SC a , а значит 2x
S
dx
dC a  и сила 
22
1 22 SE
x
USF aa
 

 , 
то есть такая же величина, что и в случае первом. 
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Сила, действующая на единицу поверхности пластины 
2
2E
S
F a , равна объемной плотности энергии (даже если поле E  
неравномерно). Эту силу можно рассматривать как силу 
продольного тяжения и бокового распора в силовой трубе поля. На 
единицу боковой поверхности силовой трубки действует сила, 
равная 
2
2EF a   . 
Такая же сила будет действовать и на единицу границы двух 
диэлектриков, рисунок 2.35. Сила направлена в сторону 
диэлектрика с меньшим значением a . 
 
Рисунок 2.35 
                                                                                                                                    
                                                                                                                                    
                                         Контрольные вопролсы                         
1. Дайте определение электрического поля. Какое поле 
называется электростатическим. 
2. Запишите условие потенциальности электростатического 
поля в интегральной и дифференциальной форме. 
3. Теорема Гаусса. Физический смысл. В каких случаях 
целесообразно применение теоремы Гаусса. 
4. Запишите по памяти порядок расчета емкости с 
приведением всех необходимых формул. 
5. Дайте физическое толкование понятиям градиента и 
дивергенции. 
6. В чем отличие свободных зарядов от связанных. Каким 
образом учитывается действие связанных зарядов. 
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3. Стационарное электрическое поле (электрическое поле 
постоянных токов) 
 
Электрическое поле внутри проводника с током уже не равно 
нулю 0E  , как это было в электростатическом поле. Вследствие 
прохождения тока по проводнику, вдоль проводника потенциал 
будет изменяться, а значит поверхность проводника уже не будет 
являться эквипотенциальной. На поверхности проводника будет 
существовать тангенциальная составляющая напряженности поля 
(направленная по направлению тока 
 E ), а значит силовые 
линии в диэлектрике уже не будут перпендикулярны поверхности 
проводника, как это было в электростатическом поле.  
Однако тангенциальная составляющая гораздо меньше, чем 
нормальная составляющая, поэтому стационарное поле в 
диэлектрике, окружающем проводники с током, рассчитывается по 
тем же формулам, что и электростатическое поле, при этом 
тангенциальной составляющей пренебрегают. 
 
 
 
3.1. Стационарное поле в проводниках. Граничные условия 
 
Рассмотрим проводник, в котором протекает постоянный ток 
 
S
dSI  .      (3.1) 
 
Рисунок 3.1 
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Для замкнутого контура AnBmA на рисунке 3.1. применим 
закон электромагнитной индукции 0de
dt
   . ЭДС равна нулю, так 
как W const     (ток constI  , а значит и поток constФ  ). 
С другой стороны, ЭДС 0 

dEe ( 0rotE  –в дифферен-
циальной форме). 
Отсюда следует, что циркуляция вектора напряженности 
электрического поля Епо замкнутому контуру равна нулю (поле 
безвихревое и безциркуляционное и может быть охарактеризовано 
скалярной величиной-потенциалом), а значит напряжение между 
любыми точками А и В не зависит от пути ℓ и определяется 
разностью потенциалов точек А и В. 
BA
B
A
AB dEU     . 
Таким образом поле внутри проводника является 
потенциальным E grad  , как и электростатическое поле. Внутри 
проводника так же могут быть выделены эквипотенциальные 
поверхности, рисунок 3.1. Так как поле потенциально, то 
применимо уравнение Лапласа 
2 0divgrad    . 
Из первого уравнения Максвелла rotH   следует закон 
непрерывности полного тока 0div , 


  0
s
Sd , так как 
0Hdivrot . Но E   и const   внутри проводника. 
Следовательно 0divE  , а значит и 0divD   ( 0 SdD
s
– в 
интегральной форме), так как a const  . 
Равенство 0  SdDQ
S
 означает: сколько зарядов вошло в 
замкнутую поверхность, столько и выйдет из нее (в сумме 0q  ), 
если считать, что контур AnBmA на рисунке 3.1 – это след 
замкнутой поверхности S. 
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Таким образом, электрическое поле внутри проводника 
является потенциальным и может быть рассчитано по уравнениям 
Пуассона и Лапласа с дальнейшим использованием граничных 
условий. 
Если проводящая среда состоит из нескольких сред с разной 
удельной электропроводностью  , то на их границе необходимо 
учитывать граничные условия. Воспользуемся рисунками 2.21 и 
2.22., считая, что граница (без  ) разделяет не диэлектрики, а 
проводники с электропроводностью 1  и 2 . Исходя из условия 
потенциальности поля (2.11) применительно к замкнутому контуру 
a,b,c,d (см. рисунок 2.21) так же, как и для электростатического 
поля, получаем 
2211 sinsin  EE  , 21  EE  .     (3.2) 
На рисунке 2.22 вместо векторов 1D  и 2D  оперируем с плотностями 
тока 1  и 2 . Определяем поток вектора плотности тока через 
замкнутую цилиндрическую поверхность  бокSSS  21  в 
соответствии с законом непрерывности полного тока. Устремляя 
высоту цилиндра к нулю, получаем: 
0coscos 221121
21
  SSSdSdSd
SSS
 . 
Тогда  
2211 coscos   ; 21 пп    .   (3.3) 
Таким образом, на границе раздела двух проводящих сред 
тангенциальные составляющие вектора E  и нормальные 
составляющие вектора   непрерывны. Для составляющих nE  и   
имеем: 
21 21 nn ЕЕ   ; 
21
21



   . 
Из (3.2), (3.3) следует закон преломлений линий тока 
2
1
2
1



 
tq
tq . 
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Если вторая среда слабопроводящая, то есть 21   , то угол 2  
можно приближенно считать равным нулю, а значит векторы  и E  
в слабопроводящей среде считать перпендикулярными к 
поверхности проводника, которую в этом случае полагаем 
эквипотенциальной. 
Очевидно, поверхности проводников на границе с 
диэлектриком совпадают с совокупностью линий тока, так как 
нормальная к ним составляющая вектора плотности тока равна 
нулю. 
В целом вектор плотности тока   на границе двух 
проводящих сред остается непрерывным, что следует из принципа 
непрерывности тока   0dS  или 0div , а вектор напряженности 
поля E  прерывен. Нормальная составляющая вектора E  на границе 
раздела сред с разными удельными проводимостями изменяется 
скачкообразно. 
 
3.1.1. Закон Ома в дифференциальной форме. 
В проводнике с током выделим бесконечно малый цилиндр 
длиной   с площадью основания S  и расположим его по 
направлению движения зарядов, рисунок 3.2. 
 
Рисунок 3.2 
Направление вектора плотности тока совпадает с 
направлением движения зарядов (как и вектора напряженности Е). 
В бесконечно малом цилиндре можно считать, что ,E const const   
даже при переменном токе. 
Из формулы напряжения  


dEU , 
получим dU UdU Ed E U E
d
          . 
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Из формулы тока 

S
Sdi   найдем dSdi   
или приближенно: 
I S   . 
Тогда найдем сопротивление нашего цилиндра 
u ER
I S
   
 . 
Но для круглого проводника формула сопротивления известна: 
R
S S


   
  , 
где удельная проводимость 
1
м
Cим      . 
Приравнивая эти сопротивления, найдем: 
ЕЕ  
1 . 
Так как векторы S  и E  совпадают по направлению, то  
EE   

.     (3.4) 
Это закон Ома в дифференциальной форме. Если равенство 
умножить на площадь сечения S , а правую часть умножить и 
разделить на длину проводника ℓ, то E US I
R
S


     – получили 
обычный закон Ома. 
 
3.1.2. Закон Джоуля – Ленца в дифференциальной форме. 
Из курса физики известно, что при протекании постоянного 
тока по проводнику в нём выделяется в виде тепла 
мощность 2P RI . 
Найдём мощность, выделяющуюся в единице объема: 
 22 2 2
уд
SP RI lP E
V V S lS
        . 
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Таким образом         
                                       
2
2
yдp E
    .                                               (3.5) 
Это и есть закон Джоуля – Ленца в дифференциальной форме. 
В общем случае мощность, выделяющаяся в виде тепла в 
проводнике, может быть рассчитана согласно выражению: 
2
yд
V V
P p dV E dV    . 
3.1.3. Формальная аналогия стационарного и 
электростатического полей. 
Хотя физическая природа этих полей различна, но между 
ними при определённых условиях существует математическая 
аналогия. Она имеет место между стационарным полем вне 
источников и электростатическим полем в областях, где нет 
свободных зарядов. Оба эти поля потенциальны, их картины при 
одинаковой форме граничных поверхностей идентичны. 
      Взаимно аналогичными являются величины   и a ,   и D , E ,  . 
Указанная аналогия широко используется при аналитическом 
решении задач и для физического моделирования полей. 
Стационарное поле довольно легко моделируется и поддаётся 
измерению, а результаты могут быть использованы для 
электростатического поля той же конфигурации. 
 
3.1.4. Соотношение между сопротивлением и ёмкостью. 
  Если какие-либо электроды поместить в проводящую среду, то 
при напряжении 
l
U Edl    появится ток, равный согласно (3.1), (3.4)  
S S
I dS EdS       . 
Сопротивление проводящей среды  
.l
S
Edl
UR
I EdS
  



  
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Если же электроды поместить в диэлектрик, то при 
напряжении 
l
U Edl    на электродах появится заряд 
a
S S
Q DdS EdS      .  
Емкость системы  
a
S
l
EdS
QC
U Edl
  



 . 
Как было сказано выше, картины полей для вектора E 
идентичны. Найдём произведение R и C: 
a a
a
l S
S l
Edl EdS
RC
EdS Edl
      
 
 
  
  ,    (3.6) 
где  1    – удельное сопротивление проводящей среды. 
Это соотношение можно использовать для определения 
сопротивления изоляции кабеля. 
Когда между жилой и оболочкой кабеля прикладывается 
напряжение U, то, кроме рабочего тока, протекающего по жиле и 
оболочке кабеля, в изоляции возникает ток утечки, обусловленный 
движением незначительного количества свободных зарядов, 
которые существуют в любом реальном диэлектрике. 
Сопротивление изоляции току утечки, линии которого радиальные, 
называют просто сопротивлением изоляции (рисунок 3.3). 
 
Рисунок 3.3 
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Формула для определения ёмкости кабеля (цилиндрического 
конденсатора) получена ранее: a
2
1
2
ln
lC R
R
 . Находим сопротивление 
изоляции из соотношения (3.6): 
2
a 1
из
ln
2
R
RR
C l
   . 
 
3.1.5. Методика расчёта сопротивлений. 
В линейных средах сопротивление не зависит от напряжения и 
тока, а лишь является коэффициентом пропорциональности между 
ними. Сопротивление зависит от формы и размеров проводника и 
свойств проводящей среды. 
При расчёте сопротивлений можно произвольно задаваться 
током. Порядок расчёта следующий: 
UI E U R
I
    . 
В качестве примера рассмотрим сопротивление растеканию 
полусферического заземлителя (рисунок 3.4). 
 
Рисунок 3.4 
Каждая опора линии передачи закреплена в земле с помощью 
заземлителя. Если в аварийных условиях происходит пробой 
изоляции, то с заземлителя в грунт стекает ток короткого 
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замыкания. Вторым электродом следует считать заземлённую 
нейтраль генератора, расположенную теоретически бесконечно 
далеко, поэтому линии тока с поверхности заземлителя расходятся 
во все стороны равномерно. Величина плотности тока   зависит 
только от радиуса, и в любой точке полусферы радиуса r она 
постоянна. Задавшись током короткого замыкания, определим 
плотность тока: 
2
кз 2
S S S
I dS dS dS S r              ; кз 22I r   . 
Напряжённость поля кз 22
IE
r
   . 
Напряжение между поверхностью заземлителя и бесконечно 
удаленной нейтралью генератора 
кз кз
22 2l a a
I dr IU Edl Edr
r a
 
      

. 
Сопротивление растеканию  
раст
кз
1
2
UR
I a
   . 
В тех случаях, когда длина линий тока различна, следует 
задаваться не током, а напряжением, и вести расчёт в следующем 
порядке: 
UU E I R
I
    . 
 
Рисунок 3.5 
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Найдём сопротивление подковообразной пластины 
(рисунок 3.5). Зададимся напряжением между торцами пластины. 
Силовые линии представляют собой полуокружности. 
rEEdEU   

; тогда 
r
UE  . 
Плотность тока UE
r
     . Ток, проходящий сквозь 
поперечное сечение пластины 
a
bnUccdr
r
UdSSdI
b
aSS



   . 
Сопротивление пластины 
a
bncI
UR

 . 
                                          Контрольные вопросы 
1. Докажите потенциальность электрического поля внутри 
проводника с постоянным током. 
2. Из закона Ома в дифференциальной форме, формула (3.4 ), 
получите обычный закон Ома. 
3. В чем состоит аналогия между электростатическим полем в 
диэлектрике и стационарным электрическим полем в 
проводящей среде, как используется. 
4. Стационарное магнитное поле (магнитное поле постоянных 
токов) 
 
Основной величиной, характеризующей магнитное поле, 
является индукция магнитного поля B  [Тл]. Численно индукция B  
равно пределу отношения силы, действующей на элемент 
проводника с током к величине этого элемента при условии, что 
направление силовых линий поля перпендикулярно проводнику с 
током. Это определение индукции вытекает из закона Ампера:  BldIFd  ,     (4.1) 
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который можно записать и так:  dVBFd   (dV – элемент объема) или  BvqF ,  – сила 
Лоренца, действующая на движущийся со скоростью v заряд q . 
Сила F измеряется в ньютонах. 
При Bd   сила   IdBIddF 090sin  будет максимальной, 
рисунок4.1. 
 
Рисунок 4.1 
Тогда  Id
dFB
Id 0
lim . 
Направление силы dF  определяется по правилу векторного 
произведения. Индукция – силовая характеристика магнитного 
поля. 
 
Рисунок 4.2 
Силовые линии магнитного поля, рисунок 4.2, – это линии, в 
каждой точке которых касательная совпадает с направлением 
вектора B . Они обладают свойством продольного тяжения и 
бокового распора. Исходя из этого свойства также можно 
определить направление силы, например, на круговой виток с 
током I действует сила со стороны собстветственного магнитного 
поля, стремящаяся растянуть его, рисунок 4.3. 
Рисунок 4.3  
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Направление силы F  можно определить и по правилу левой 
руки: силовые линии B  входят в ладонь, четыре пальца направлены 
вдоль проводника с током Id , тогда отставленный под углом 090  
палец покажет направление силы dF . 
Для расчетных целей используется вспомогательная 
характеристика магнитного поля – напряженность Н  магнитного 
поля, которая связана с вектором B  через магнитную 
проницаемость 
НВ a .      (4.2) 
Здесь:В  – силовая характеристика поля; 
Н  [А/м] – вспомогательная характеристика поля; 
 oа   – абсолютная магнитная проницаемость среды; 
7
0 104
  Гн/м – магнитная постоянная (абсолютная магнитная 
проницаемость вакуума); 
  – относительная магнитная проницаемость (безразмерная 
величина). 
Соотношение единиц измерения: [Тл] = [ /ГнА  м2] = Вб/м2. 
Энергетической характеристикой магнитного поля является 
магнитный поток, рисунок 4.4, определяемый формулой 
 
SS
BdSSdBФ cos .    (4.3) 
 
Рисунок 4.4 
Для катушки индуктивности с числом витков W, рисунок 4.5, 
полный поток WФ  называется потокосцеплением. 
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Рисунок 4.5 
 
 
4.1. Основные законы магнитного поля 
 
Таковыми являются: 
1. Закон Био-Савара и вытекающий из него закон полного 
тока. 
2. Закон электромагнитной индукции.                                                           
3. Закон непрерывности магнитного потока. 
Закон полного тока более удобен для применения, чем закон Био-
Савара, и из него выводится первое уравнение Максвелла.                                
4.1.1. Закон Био-Савара и закон полного тока. Первое уравнение 
Максвелла. 
Закон Био-Савара – это экспериментальный закон, 
описывающий магнитное поле замкнутого контура с током, 
рисунок 4.6.                                                                                                                
 
Рисунок4.6 
  


2
0
4 R
rdIB a
 ,         (4.4) 
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где B  – индукция магнитного поля, создаваемого в некоторой точке 
пространства током, протекающим по некоторому замкнутому 
контуру  ;  
0r  – единичный вектор, направленный от элемента проводника с 
током до точки наблюдения; 
R (r – на рисунке 4.6) – расстояние от элемента проводника с током 
до точки наблюдения. 
Так как НВ a , то   


2
0
4 R
rdIH  . 
Напряженность поля от элемента Id  равна:  
2
0
2
0
4
sin
4 R
rId
R
rdIdH 


  , 
где   – угол между направлением 0r  и проводником с током. 
Применим этот закон к безконечно длинному проводнику с 
током, рисунок 4.7. 
 
Рисунок 4.7 
32
0
44
sin
R
rId
R
rIddH 
   ; 10 r ; 22  rR ; R
rsin ; 
  23224  r rIddH  . 
Интегрируем по длине проводника 
  rIrrIr rIdH  244 222322 




 


 , 
так как  
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2
22


r

. 
Проверка:     2322
2
22
212222
22 r
r
r
rr
rd
d












 .  
Из этой формулы следует, что при constr   и constH  . 
Силовые линии магнитного поля будут представлять собой 
окружности, соосные с проводником, и векторы напряженности и 
индукции магнитного поля будут направлены по касательным к 
этим окружностям, причем направление силовых линий магнитного 
поля связано с направлением тока в прямом проводнике как в 
првоходовом винте направление вращения с направлением 
поступательного движения. 
В поле прямолинейного проводника с током найдем 
циркуляцию вектора Н : ? 
l
ldH  
На рисунке 4.8 контур   произвольной формы, а 1  – окружность. 
 
Рисунок 4.8 
Тогда  
IdIdId
r
IrHdHddH
l
  


2
0
1 222
cos
11  
 , 
где  rddd  1cos   – элемент окружности 1 . 
Получили закон полного тока:  
IdH 

 .      (4.5) 
Циркуляция вектора напряженности магнитного поля по 
любому замкнутому контуру равна полному току, сцепленному с 
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этим контуром. Отметим здесь характерное свойство вектора Н: 
циркуляция вектора Н не зависит от того проходит ли путь   через 
железо или нет (но сама напряженность Н изменяется). 
Если контур охватывает несколько токов, то полный ток равен 
алгебраической сумме этих токов, рисунок 4.9: 
 
Рисунок 4.9 
 
0321 IIIIdlH  ; 
IWdH 

 . 
Чтобы судить о том, существуют ли в данной точке 
пространства источники магнитного поля, запишем закон полного 
тока в дифференциальной форме. 
В формуле IdH 

  (4.5) к левой части равенства применим 
теорему Стокса: 
 


S
SdHrotdH . 
Здесь S  – поверхность, охватываемая произвольным контуром  , 
сцепленным с током I, рис. 4.8.  
Ток выразим через плотность тока в поперечном сечении 
проводника S: 

S
SdI  . 
Так как вне S плотность тока 0 , то интегрирование можно 
распространить на поверхность S : 
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
S
SdI  . 
Тогда получим 
 
 SS
SdSdHrot  . 
Так как контур  , а значит и поверхность S  выбирались 
произвольно, то это равенство будет справедливо, если равны 
подынтегральные выражения: 
Hrot .      (4.6) 
Это есть первое уравнение Максвелла для стационарного 
магнитного поля, то есть при отсутствии токов смещения. 
Максвелл ввел понятие токов смещения 

S
смсм dSi  ; t
E
t
D
асм 

   
и обобщил равенство (4.6) на переменное электромагнитное поле 
смпрHrot   . 
Если в правой части (4.6) считать, что плотность тока   – это 
плотность полного тока (включая ток смещения), то это первое 
уравнение Максвелла для переменного электромагнитного поля 
4.1.2.Закон непрерывности магнитного потока и четвертое 
уравнение Максвелла. 
Поток вектора индукции магнитного поля (4.3) через 
любую замкнутую поверхность равен нулю 
0 SdB .      (4.7) 
 
Рисунок 4.10 
Фактически равенство (4.7) говорит о непрерывности силовых 
линий и потока, рисунок 4.10. Эти линии всегда замкнуты. У 
магнитного поля нет ни истоков, ни стоков – ни начала, ни конца. 
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Сколько силовых линий (трубок магнитного потока) вошло в 
замкнутую поверхность, столько и выйдет. 
Для получения дифференциальной формы равенства (4.7) 
применим теорему Остроградского-Гаусса, тогда 
0  dVBdivSdB
VS
. 
Так как S, а значит и охватываемый ею объем V выбираются 
произвольно, то равенство справедливо тогда, когда 
подынтегральное выражение равно нулю: 
0Bdiv .      (4.8) 
Это четвертое уравнение Максвелла для электромагнитного 
поля (1.4). Оно справедливо даже внутри атомов и молекул. 
Полученные уравнения Максвелла ( Hrot  и 0Bdiv ) 
полностью характеризуют магнитное поле постоянных токов 
  4.1.3. Скалярный магнитный потенциал и уравнение Лапласа. 
Для электростатического поля условие потенциальности 
имеет вид: 
0
l
dЕ    0Erot . 
В общем случае магнитное поле не потенциально 
0 IdH
l
 ; Hrot . 
Если взять область поля вне токов, то там условия 
потенциальности соблюдаются и можно вводить понятие 
скалярного потенциала 
0
l
dH  ; 0Hrot . 
Так как rotqrad  любой скалярной функции равен нулю, то в 
последнем равенстве можно положить мgradH   и оно не 
изменится 
rotH=-rotgradφм=0. 
Тогда Н можно представить в декартовой системе координат в 
следующем виде: 
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






z
к
y
j
x
igradH мммм
 . 
Введем понятия магнитного напряжения и магнитного 
потенциала. Как и в электростатическом поле магнитное 
напряжение не зависит от пути интегрирования и может быть 
определено, как разность магнитных потенциалов точек А и В, 
рисунок 4.11. 
MBMA
B
A
MAB dHU     ; dHP
A
MA  . 
 
Рисунок 4.11 
Потенциал точки Р равен нулю 0MP  (на рисунке 4.11 точка Р не 
указана). 
Выбрав путь интегрирования АРВ, получим 
MBMA
P
B
P
A
B
P
P
A
B
A
мAB dHdHdHdHdHU     , 
где потенциал точки В 
dH
P
B
MB  . 
Магнитный потенциал и напряжение измеряются в [A]: M  [A]; MU  
[A]. 
Потенциал-функция неоднозначная, например, на рисунке 
4.11 циркуляция вектора Н  по замкнутому контуру AnBmA  равна 
нулю 0 
AmBAnB
dHdHdH 

 (и магнитное напряжение между 
точками А и В BmAm
AmBAnB
ABM dHdHU     ), а по замкнутому 
контуру AnBкA  нет 0 IdH
AnBкn
  и магнитное напряжение между 
точками А и В другое  


AnB Aк
MAB IdHdHU  . 
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Поэтому надо исключить путь сцепления с током. Для этого 
мысленно накладывают на контур с током непроницаемую пленку. 
Тогда  MABU  не зависит от пути интегрирования.  
Получим уравнение Лапласа. Для магнитного поля справедлив 
принцип непрерывности линий вектора В  (4.7), (4.8) 
0 SdB ; 0Bdiv .  
Если consta  , то в соответствии с (4.2) получим: 
0 HdivHdivBdiv aa  . 
Следовательно, 0Hdiv  и можно использовать скалярный 
магнитный потенциал М : MgradH  . 
Подставляем в (4.8), получим  
0Mgraddiv  . 
Это уравнение Лапласа, которое можно записать и так: 
02  M , 
где 2  – лапласиан. 
В декартовой системе координат 
02
2
2
2
2
2
2 



zyx
MMM  , 
где  zyxM ,,  – скалярный магнитный потенциал. 
Недостаток данного метода расчета – невозможность 
нахождения поля внутри проводников с током, так как M  вводился 
для области вне токов. 
 4.1.4. Векторный магнитный потенциал и уравнение Пуассона.  
Поле может быть рассчитано во всем пространстве, в том 
числе внутри проводников, с помощью векторного потенциала. Так 
как rotdiv  любого вектора равна нулю, то в уравнении (4.8) 0Bdiv  
можно положить  
ArotB  , 
где A  – векторный потенциал. 
Единицы измерения 



 
М
BбA
M
CBA . 
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Для однозначности определения вектора A  необходимо еще 
дополнительное условие. Для квазистационарных и стационарных 
полей обычно принимают 
0Adiv , 
что означает непрерывность линий вектора A . 
Получим уравнение Пуассона. Используем первое уравнение 
Максвелла  
Hrot  


  IdH

 . 
Если consta  , то  aa Hrot  . Для однородной среды a  можно 
внести под знак rot  
 aa Hrot  . 
Так как ВНa  , то аВrot  . Подставим сюда АrotВ  , получим 
AAdivgradArotrot 2 , 
где 2  – divgrad . 
Так как 0Adiv , то             aAArotrot  2 . 
Это есть уравнение Пуассона, которое кратко записывают так 
aA 2 . 
В декартовой системе координат уравнение Пуассона имеет 
вид: 
az
A
y
A
x
A 



2
2
2
2
2
2
,    (4.9) 
где  
zyx AvAjAiA  , 
zyx кji   .     (4.10) 
Уравнения Пуассона (4.9) для трех проекций с учетом (4.10): 
xa
xxx
z
A
y
A
x
A 



2
2
2
2
2
2
 
или 
xaxA 2  
yayA 2  
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zazA 2 . 
Решение каждого из этих трех уравнений может быть просто 
получено по аналогии с уравнением Пуассона для 
электростатического поля 
azyx 
 



2
2
2
2
2
2
, 
решение которого известно 
 R
dV
a

 4
1 . 
Произведя замену xA  
a
a 
1   x , получим: 

V
x
x R
dVaA 

4  

V
y
y R
dVaA



4      (4.11) 

V
z
z R
dVaA 

4 . 
Тогда  
 
   
V
a
V
zyxa
zyx R
dV
R
dVкji
AкAjAiA 



44
.                   (4.12) 
В формулах (4.11) и (4.12) интегрирование по объему 
проводников с током. При интегрировании расстояние R от точки 
наблюдения до каждого элемента dV разное, поэтому 
интегрирование сложно и применяется редко (в простых случаях). 
 
4.1.5. Векторный потенциал линейного проводника с током. 
Линейный проводник – это проводник, у которого размеры 
поперечного сечения значительно меньше его длины. 
Для пояснения используем рисунок 4.6. Векторный 
потенциал, создаваемый  током I в точке А, определяется 
формулой (4.12): 
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
V
a dV
R
A 

4
 
Элемент объема в этой формуле 
 ddSdSddV  .k 
Векторы Sd  и d  в линейном проводнике совпадают по 
направлению. 
Учтем, что      ddSdSd .  . 
Тогда       
V
a
V
a
R
dSd
R
dSdA  



44
 
 


R
dI
R
dSd a
S
a



44
, 
так как ISd
S
 . 
Векторный потенциал от каждого элемента Id  направлен по 
направлению тока 
R
IdAd a

4
 . 
Но у каждого элемента свое направление. Следовательно, формула 



R
dIA a

4
 
под интегрированием предполагает геометрическое суммирование. 
Поэтому воспользоваться этой формулой возможно только в 
простых задачах. 
4.1.6. Выражение потока и энергии магнитного поля через 
векторный потенциал. 
Для пояснений воспользуемся рисунком 4.4. 
По определению магнитный поток через поверхность S, 
рисунок 4.4, равен 
S
SdBФ . Подставим сюда ArotB  , получим  

S
SdArotФ . 
Применим теорему Стокса. Тогда 
 

dASdArotФ
S
, 
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где   – контур, охватывающий (ограничивающий) поверхность S 
(на рисунке 4.4 он не обозначен).  
Энергия магнитного поля определяется по формуле 
dVHBW
V
  2 ; 
подставим ArotB  , получим 
dVArotHW
V
 2
1 . 
Используем формулу дивергенции векторного произведения двух 
векторов   HrotAArotHHAdiv   или  HAdivHrotAArotH  . 
Тогда  
 dVHAdivdVHrotAW
VV
  2
1
2
1 . 
Здесь интегрирование по объему поля. 
Применим теорему Остроградского - Гаусса:     SdHAdVHAdiv
SV
  , 
получим 
  SdHAdVHrotAW
SV
  2
1
2
1 . 
Интегрируем по объему всего бесконечного пространства, а значит 
поверхность S, ограничивающая этот объем, имеет радиус R . 
Но там поле 0H , значит последний интеграл равен нулю    0 SdHA
S
. 
Тогда энергия поля равна 
dVHrotAW
V
 2
1 . 
Из первого уравнения Максвелла Hrot , следовательно 
dVAW
V
  2
1 . 
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Эта формула лучше исходной тем, что интегрируем по объему 
проводников с током, а не по всему бесконечному пространству, 
как в исходной формуле. 
Примечание. Напряженность вихревого электрического поля также 
может быть выражена через векторный потенциал А  








t
ArotArot
tt
BErot  
то есть  
t
AE 
 . 
 
4.1.7. Закон электромагнитной индукции и второе уравнение 
Максвелла. Индуктивность и взаимоиндуктивность. 
Экспериментальный закон Фарадея гласит: в любом 
замкнутом контуре наводится ЭДС, равная скорости изменения 
потока, сцепленного с этим контуром, взятой с обратным знаком 
dt
dФe  .      (4.13) 
В стационарном магнитном поле поток Ф может изменяться в 
результате движения контура   в магнитном поле, а в 
квазистационарном – и в результате изменения тока. 
Если в (4.13) подставить ЭДС 

dEe  и поток 
S
SdBФ , то 
получим: 
 
S
SdB
dt
dE

 . 
Применим к левой части равенства теорему Стокса, а в правой 
изменим порядок дифференцирования-интегрирования, получим 
соотношение: 
 

SS
dS
t
BSdErotdE

 , 
которое справедливо только в случае, если равны подинтегральные 
выражения (так как   и S произвольные) 
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t
BErot 
 .     (4.14) 
Это и есть второе уравнение Максвелла для электромагнитного 
поля, (1.2). 
Если контур в (4.13) состоит из W витков, то ЭДС в W раз 
больше: 
 
tt
Wф
t
фWe 


  , 
где WФ  – потокосцепление. 
Потокосцепление в линейной среде пропорционально току 
(экспериментально установлено) 
iL  , 
где L – индуктивность или коэффициент самоиндукции [Гн] 
i
L  . 
В линейной изотропной среде индуктивность не зависит ни 
от , ни от i , а зависит от размеров и взаимного положения 
проводников с током и магнитной проницаемости среды. В 
нелинейной среде зависимость индукции от напряженности 
является нелинейной, а значит магнитная проницаемость будет 
функцией напряженности поля. В этом случае индуктивность 
зависит от величины тока i, создающего поток Ф. 
Если магнитное поле связывает два контура или катушки, то 
вводится понятие коэффициент взаимоиндукции М [Гн], 
являющийся коэффициентом пропорциональности между 
взаимным потокосцеплением и током, создающим поле 
11212212 iMФW  . 
Здесь 12Ф  – часть потока 1Ф  первой катушки, сцепленная со второй 
катушкой (взаимный поток);  
12  – потокосцепление второй катушки с потоком первой (взаимное 
потокосцепление). 
Собственное потокосцепление первой катушки равно  
111111 iLФW  , 
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где 1i  и 1Ф  – ток и создаваемый им поток первой катушки; 
11  – собственное потокосцепление первой катушки. 
Коэффициенты само- и взаимоиндукции находятся по 
формулам: 
1
11
1 i
L  ; 
1
12
12 i
M   
Если магнитный поток 2Ф  создается током 2i  второй катушки 
и часть его 21Ф  сцеплена с первой катушкой, то потокосцепление 
первой катушки с потоком второй будет равно  22121121 iMФW  . 
При этом оказывается 
MMM  2112 . 
 
4.2 Энергия магнитного поля 
 
Рассмотрим активно-индуктивную электрическую цепь. В ней 
ЭДС источника расходуется на падение напряжения в активном 
сопротивлении и на преодоление ЭДС самоиндукции в катушке 
dt
dRie  . 
Умножим это равенство на idt , получим уравнение баланса энергии 
за время dt 
 idRieidt 2 , 
где ei  –мгновенная вырабатываемая мощность; 
eidt  – вырабатываемая за время dt энергия; 
dtRi2  – энергия, превращающаяся в сопротивлении R в тепловую 
энергию за время dt ; 
MdWid   – изменение энергии магнитного поля катушки 
индуктивности. 
Так как 
Li , 
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то 
Ldid  , если constL  . 
Тогда  
iLdiiddWM  . 
Найдем энергию магнитного поля, запасаемую в катушке 
индуктивности L  при включении цепи LR   и установлении в ней 
постоянного тока I, 
22
2
0
0
2 LILiidiLiddWW
Ii
i
I
MM   


 
или 
22
2 ІLIWM       (4.15) 
Применим эту формулу для уединенного контура с током, 
рисунок 4.3. 
Так как один виток W = 1, то  
 
S
SdBФ . 
Ток согласно (4.5) 


dHI . 
Тогда  
 
VS
M dVHBdHSdB
IW
2
1
2
1
2 
 , 
где dVdSd   . 
Итак, магнитная энергия 
dVHBW
V
M  2 .     (4.16) 
Формула (4.16) более общая, чем (4.15). Формула (4.16) описывает 
энергию магнитного поля в  объеме V, независимо от того, какими 
источниками создается поле. Если поле создано постоянным током, 
то запасенная этим полем энергия также не изменяется во времени. 
Если поле создано переменным током, то магнитная энергия также 
является функцией времени. 
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4.3. Механическая сила в магнитном поле 
 
Механическую силу, действующую на проводник с током, 
можно определить по закону Ампера (4.1)  BdIFd ,  
 


  

 BIdF , и правилу левой руки, а можно как производную от 
энергии по направлению. 
Пусть поле создано системой n–контуров  LR   с током. Если 
один из контуров под действием силы F со стороны остального 
магнитного поля перемещается на расстояние dx , то при этом 
изменяется энергия системы контуров и производится 
механическая работа,  Fdx . Для к-го контура умножим равенство 
второго закона Кирхгофа на dtiк  
dt
diRe KKKK
 dtxiK  
и определим суммарную энергию, вырабатываемую всеми 
источниками энергии (е), 
 
 
 n
к
n
к
кккк
n
к
кк didtiRdtie
1 1
2
1
.    (4.17) 
Энергия, создаваемая за время dt  всеми ЭДС системы 
контуров, расходуется на тепловые потери 2Ri в этих контурах и на 
изменение энергии системы контуров. Исходя из закона сохранения 
энергии, доставляемая от источников энергия (за вычетом энергии 
тепловых потерь) при перемещении одного из контуров на 
расстояние dx  расходуется на механическую работу по 
перемещению контура и на увеличение энергии магнитного поля 
системы 


 n
к
Mкк
n
к
кк dWFdxdtiRdtie
1
2
1
.   (4.18) 
Из уравнений (4.17) и (4.18) находим: 
93 
M
n
к
кк dWFdxdi 
1
. 
Отсюда сила 
dx
dWdi
F
M
n
к
кк 


1 .    (4.19) 
Рассмотрим два идеализированных случая: 
1) когда перемещение одного контура не вызывает изменения 
потокосцеплений к : 
constк  , 0кd , 
тогда  
const
M
кdx
dWF  ;    (4.20) 
2) когда перемещение одного контура происходит при неизменных 
токах, constiк  .  
Так как магнитная энергия для одного контура равна 
22
2 iLiWM
 , 
то магнитная энергия системы контуров 


 n
к
кк
M
iW
1 2
. 
Тогда изменение магнитной энергии  
кк
n
к
M didW  
12
1 . 
Подставим в (4.19) 
dx
dW
dx
di
dx
didi
F M
n
к
кк
n
к
кк
n
к
кк






 111 2
1
2
1
; 
consti
M
кdx
dWF   .    (4.21) 
Формулы (4.20) и (4.21) выражают одну и ту же силу. 
Например, для уединенного контура с током, рисунок 4.3, энергия 
равна 
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L
LiiWM 222
22  . 
Здесь использовано соотношение  
Li . 
По формуле (4.20):  
dx
dLi
dx
dL
LLdx
d
Ldx
d
dx
dWF constM к 





   2
1
2
1
22
2
2
222
. 
По формуле (4.21): 
dx
dLiLi
dx
d
dx
dWF constiM 


  22
22
. 
Чтобы было 0F , должно 0
dx
dL  − индуктивность 
увеличивается. 
Следовательно, механическая сила в магнитном поле 
стремится действовать таким образом, чтобы увеличить 
индуктивность. Для круглого витка с током сила стремится 
увеличить площадь витка, рисунок 4.3, а значит и индуктивность L. 
Механическая сила в некотором направлении x равна 
производной от энергии магнитного поля по этому направлению 
dx
dWM . Для произвольного направления  
M
MMM gradW
dz
dWк
dy
dWj
dx
dWiF  , 
то есть сила действует в сторону наибольшего изменения энергии. 
 
4.4. Граничные условия для магнитного поля 
 
Для пояснений используем рисунки 2.21, 2.22.  
Первое граничное условие. На рисунке 2.21 считаем, что на 
границе двух сред с магнитными проницаемостями 
1a  и 2a  
существуют поверхностные токи с линейной плотностью  . 
Векторы 1E  и 2E  заменим на 1H  и 2H . Участок границы длиной   
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охватываем замкнутым контуром abcda  и применяем закон полного 
тока 
  
abcd
dH . 
Справа здесь стоит ток I , охватываемый контуром, так как 
 dcab .  
Разбиваем интеграл на четыре слагаемых 
   
dacdbcab
dHdHdHdH 21 . 
Стороны аd и cb устремляем к нулю, тогда интегралы по этим 
отрезкам равны нулю. При этом стороны аb и cd приблизятся к 
границе: 
   
cdab
dHdH 21  
или         dHdH
abcd
1
0
12
0
2 90cos90cos . 
Так как  cdab , то 
   1122 sinsin HH . 
Сокращаем на  : 
  2211 sinsin HH  
или 
  21 HH .     (4.22) 
Тангенциальная составляющая напряженности магнитного 
поля при переходе через границу изменяется на величину линейной 
плотности поверхностного тока на границе. 
Если на границе тока нет 0 , то  21 HH  , то есть 
тангенциальная составляющая напряженности магнитного поля при 
переходе границы непрерывна.  
Выразим через индукцию 
2
2
1
1
aa
BB

  . 
Отсюда  
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1221 aa BB    , 
а значит тангенциальная составляющая индукции изменяется 
скачком 
2
1
2
1
a
a
B
B



  .      (4.23) 
Второе граничное условие. На рисунке 2.22 векторы 1D  и 2D  
заменяем на 1B  и 2B , а 1a  и 2a  – на 1a  и 2a . Применяем к 
замкнутой цилиндрической поверхности закон непрерывности 
магнитного потока 
 
S
SdB 0 . 
Разбиваем интеграл на три слагаемых ̅
0
21
21  
бокSSS
SdBSdBSdB . 
Сближаем 1S  и 2S  по направлению к границе, тогда 0бокS  и 
 останется 
                                       
1 2
0cos180 221
0
1
S S
dSBdSсSсB  . 
. 
Здесь SSS  21  – достаточно малые, чтобы на них считать В1 и В2 
неизменными и вынести за знак интеграла. Сокращая после 
интегрирования на 21 SS  , получим . 
2211 coscos  BB   
или 
nn BB 21  .      (4.24) 
Нормальная составляющая индукции магнитного поля при 
переходе через границу остается неизменной, а нормальная 
составляющая напряженности Нn изменяется скачком 
1
2
2
1
a
a
n
n
H
H

 . 
Найдем тангенс угла падения и тангенс угла преломления 
используя формулы (4.23) и (4.24) 
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n
a
a
n B
B
B
Btg
2
2
1
2
1
1
1




  , 
nB
Btg
2
2
2
  . 
Тогда  
2
1
2
1
a
a
tg
tg



  . 
Пусть 1a  –  воздух; 2a  – ферромагнетик. Так как  
21 aa   , 
то 
01 tg . 
То есть в воздухе на границе с ферромагнетиком силовые линии 
практически перпендикулярны границе. 
 
4.5. Методика расчета магнитных полей 
 
Рассчитать магнитное поле – значит решить уравнение 
Максвелла. Так как электротехнические устройства представляют 
собой сумму кусочно-однородных участков, то решение уравнений 
Максвелла сводится к решению уравнений Лапласа и Пуассона для 
каждой однородной среды с дальнейшим использованием 
граничных условий (4.22), (4.24) для определения постоянных 
интегрирования. При этом надо рассчитать систему уравнений в 
частных производных второго порядка. Для аналитического 
расчета таких уравнений используют методы разделения 
переменных, интегральных уравнений и интегральных 
преобразований Фурье и Лапласа, метод функции Грина и др. Для 
расчетов на компьюторе используют методы конечных элементов и 
конечных разностей. Используют также искусственные методы: 
конформных преобразований и метод зеркальных изображений. 
Для простых задач во многих случаях эффективно прямое 
применение законов полного тока (4.5) и Био-Савара (4.4). 
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Используются также методы расчета, основанные на аналогии с 
электростатическим полем. Аналогия может быть двух видов: 
1) когда одинаково расположение линейных токов в 
магнитном поле и зарядов в электростатическом поле, картина 
распределения поля в пространстве (распределение силовых и 
эквипотенциальных линий) оказывается одинаковой для 
электростатического поля и магнитного поля постоянных токов. 
Только силовым линиям магнитного поля соответствуют 
эквипотенциальные линии электростатического поля и наоборот. 
Пример аналогии первого типа: картины распределения 
электростатического поля, созданного прямолинейным заряженным 
проводником и магнитного поля, созданного проводником с током, 
одинаковы. При этом силовые линии электростатического поля 
соответствуют эквипотенциальным линиям магнитного поля. 
Эквипотенциальным линиям электростатического поля 
(окружности) соответствуют силовые линии магнитного поля. 
2) второй тип аналогии, когда форма граничных 
эквипотенциальных поверхностей электростатических и магнитных 
полей одинаковы по форме. Характерный пример – магнитное поле 
в воздушном зазоре машины постоянного тока между полюсным 
наконечником и якорем. Картина распределения 
электростатического поля (если считать поверхности полюса и 
якоря обкладками конденсатора) будет такой же как и магнитного 
поля. 
 
4.6. Примеры расчета магнитного поля   
       4.6.1.Магнитное поле и внутренняя индуктивность 
прямолинейного проводника с током. 
1. Внутри проводника окружность радиуса 0rr  (где 0r – радиус 
проводника) считаем замкнутым контуром и применяем закон 
полного тока, рисунок 4.12. 
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Рисунок 4.12 
2
2
0
r
r
IdH     
или 
2
0
2
r
IrHd 

 , 
так как H  и d  сонаправленные векторы. Здесь квадрат отношения 
радиусов играет роль дробного ( 1 ) числа витков 2
0
2
r
rw  . 
На окружности радиуса r напряженность Н постоянна. 
Выносим за интеграл, получим 
2
0
2
2
r
IrrH   . 
Тогда  
2
02 r
IrH  , индукция HB a . 
Выделим элементарную трубку потока dФ , проходящего через 
радиальную площадку drdS 0 , рисунок 4.12, 
Внутренняя индукция определяется потоком и 
потокосцеплением внутри провода 
dr
r
IrdSBSdBdФ a 02
02
 
 ; 
dr
r
r
r
Ir
r
rdФd a 02
0
2
2
0
2
0
2
2
 
 . 
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Тогда внутренне потокосцепление будет равно 




82
0
0
3
4
0
0
0 Idrr
r
Id a
r
a
S
    
и внутренняя индуктивность 


8
0a
I
L  .     (4.25) 
Примечание. Неправильно считать: 




42
0
0
02
0
0  Idrr
r
ISdBФ a
r
a   ; 1 ФФw . 
2. Вне проводника к силовой линии радиуса 0rr  , рисунок 
4.13, применяем закон полного тока IdH 
1
 . 
 
Рисунок 4.13 
Интегрируя, получим 
IrH  2 , 
откуда  
r
IH 2 , HB 0 . 
На рисунке 4.14 показана зависимость величин В и Н от 
радиуса. На границе раздела сред индукция магнитного поля 
изменяется скачком, а напряженность магнитного поля остается 
непрерывной, в соответствии с первым граничным условием. 
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Рисунок 4.14 
 
        4.6.2. Магнитное поле и индуктивность двухпроводной линии. 
Индуктивность двухпроводной линии определяется как сумма 
внутренних индуктивностей проводов (4.25) и внешней 
индуктивности, обусловленной потоком, проходящим между 
проводами, рисунок 4.15. 
 
Рисунок 4.15 
Внешнее поле от каждого провода определяем по закону 
полного тока и по методу наложения находим суммарное поле в 
некоторой точке х между проводами:  00 rdxr  . 
Из закона полного тока для левого провода 
IdH 
1
  
следует 
IxH  2 . 
Напряженность, создаваемая в точке х левым проводом, 
x
IH 21  . 
От правого провода   xd
IH  22 . 
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Тогда суммарная напряженность в точке х равна 21 HHH  . 
Индукция  



 xdx
IHB 11
2
0
0 
 . 
Магнитный поток, проходящий между проводами, 



 

dx
xdx
ISdBФ
rd
rS

0
0
11
2
0

  
  2ln
2
lnln
2 0
00
0
00 0
0



  
r
rdIxd
r
rdI rd
r 


  . 
Так как линия образует один виток, то потокосцепление Ф . 
Тогда внешняя индуктивность 
0
00 ln
r
rd
I
Lвнеш
 
  . Полная индуктивность состоит из 
внутренней индуктивности проводов и внешней. 




4
ln2
0
00
.
 aвнтрвнеш r
rdLLL  . 
График зависимости напряженности поля Н от координаты х 
можно представить как наложение двух графиков, рисунок 4.14, с 
учетом направлений токов и расстояния между проводами d. 
 
4.6.3. Магнитное поле и индуктивность тороидальной 
катушки, рисунок4.16. 
     
   а                                              б                                      в 
Рисунок 4.16 
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Витки намотаны плотно один к одному. При этом магнитное 
поле будет только в сердечнике, рисунок 4.16, а. При 1rr   и 
2rr   поля практически нет. Для катушки с числом витков w закон 
полного тока имеет вид 
IWdH 

 , 
где   – силовая линия внутри сердечника радиусом 21 rrr  . 
Так как величина напряженности Н на окружности   постоянна, то 
выносим за интеграл 
IWdlH 

, 
тогда 
IWrH  2 . 
Отсюда напряженность 
r
IWH 2 . 
Индукция 
HB a . 
Магнитный поток 

S
SdBФ , 
где hdrdS  . 
Таким образом 
1
2ln
22
2
1
r
rIWh
r
hdrIWBdSФ a
r
r
a
S 


   , 
потокосцепление 
ФW , 
и индуктивность 
1
2
2
ln
2 r
rhW
I
L a 
  . 
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Если на тороиде намотать две катушки 1W  и 2W , рисунок 4.16 ,б, то 
можно найти коэффициент взаимоиндукции. Для этого надо 
определить потокосцепление 21  второй катушки с потоком 
первой. 
1
221
1221 ln2 r
rhWIWФW a 
 ; 
тогда 
1
22121 ln
2 r
rhWW
I
M a 
 . 
Если ток в обмотке переменный, то и в первой, и во второй катушке 
будет наводится ЭДС. 
В первой катушке 
dt
diL
dt
deL  1 , так как Li1 . 
Во второй катушке 
dt
diM
dt
deM  21 , так как Mi21 . 
Если тороид круглого сечения, рисунок 4.16,в, приближенно 
считают, что магнитное поле равномерно распределено по сечению 
тороида S. При этом индукция постоянна и равна среднему 
значению 
ср
a
a r
IWHB 

2
 , 
где срr  – радиус осевой линии сечения S. 
Магнитный поток 
2
0rBSBФ  , 
где 0r  – радиус круглого сечения S. 
Тогда потокосцепление 
WФ   
и индуктивность 
ср
a
r
rW
I
L
2
2
0
2  . 
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4.6.4. Магнитное поле и индуктивность коаксиального кабеля, 
рисунок 4.17.                                     
 
Рисунок 4.17 
Коэффициент самоиндукции L можно определить не только 
исходя из формулы потокосцепления  
IL  , 
но используя формулу энергии 
2
2LIW  . 
Рассчитаем магнитное поле в каждой однородной области 
поперечного сечения кабеля, рисунок 4.17, считая магнитную 
проницаемость проводников кабеля равной 1a , а изоляции – 2a . 
1) 1rr  . Внутренний проводник (жила) кабеля. К замкнутому 
контуру   (окружность радиуса 1rr  ) внутри жилы кабеля 
применяем закон полного тока 
2
2
1
r
r
IdH   . 
Учитывая, что dH  и что на окружности напряженность constH  , 
получим 
rHdHHd
l
  2

. 
Тогда  
2
1
2
2
r
rIrH   . 
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Отсюда напряженность 
2
1
1 2 r
IrH  . 
индукция 
2
1
1
1 2 r
IrB a
 . 
Примечание. Можно было определить внутреннюю индуктивность 
внутреннего проводника по формуле (4.25) 


8
01aL  , 
где 0  – длина кабеля. 
2) 21 rrr  . Область изоляции между проводниками кабеля. 
Принимая во внимание оговоренные в пункте 1) условия 
интегрирования, из закона полного тока 
IdH 

 , 
получим 
IrH  2 . 
Тогда напряженность поля в изоляции  
r
IH 22  , 
индукция 
r
IB a

2
2
2  . 
Примечание. Можно было определить индуктивность от потока в 
этой области через потокосцепление 

S
SdBФ , 
где drdS 0 . 
Тогда  



  
1
202
0
2 ln
22
2
1
r
rIdr
r
IФ a
r
r
a   
и индуктивность этой области 
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1
20 ln
2
2
r
r
I
Ф
I
L a  
 
. 
3) 32 rrr  . Внешний проводник (оболочка) кабеля. Применяем 
закон полного тока к контуру радиуса 32 rrr   и учитываем, что он 
охватывает ток жилы и часть тока, протекающего в оболочке 
   2222223 rrrr IIldHl   . 
Тогда  
2
2
2
3
22
3
2
2
2
3
2
2
2
12
rr
rrI
rr
rrIrH 





  . 
Напряженность и индукция поля в этой области: 
2
2
2
3
22
3
33 2
1
1 rr
rr
r
I
HB aa 
 
 . 
4) Определяем индуктивность кабеля длиной 0  через  
энергию 

V
dVBHW
2
1 , 
где dzrdrddV  . 
Определяем энергию кабеля как сумму энергий в каждой 
однородной области: 
  4
1
2
2
332211
2
42
1
2
1
2
1
2
1
2
1
321 r
I
dVBHdVBHdVBHLIW a
VVV 

 
            dzdrdrrrrr
I
dzd
r
drIdzdrdr
r
r
a
r
r
a
r




 3
2
0
1
2
1
0
2
1 0 2
0 0
222
3
22
2
2
3
2
22
0 0
2
2
0
2
0 0
3
42
1
42
1 
     22223
0
2
1
20
2
20
2
1
4
ln
416
1
rr
I
r
rII aaa





   
                                            

 
4
ln
4
2
4
32
2
2
3
2
3
2
34
3
rrrrr
r
rr . 
Индуктивность кабеля 
   22223
0
1
20201
2
2
ln
28
2 1
rrr
r
I
WL aaa





   
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  

 
4
ln
4
2
4
32
2
2
3
2
3
2
34
3
rrrrr
r
rr . 
Примечание. Можно было определить внутреннюю индуктивность 
оболочки через потокосцепление  
dФWd  , 
где дробное число витков  
2
2
2
3
22
3
rr
rrW 
 , 
drBBdSdФ 0 . 
Тогда  
  




  22
2
2
3
0
2
2
2
2
3
22
30
22
1
3
2
1
rr
dr
rr
rr
rI
d
I
L a
r
r
a



   
  

 
4
4
2
4
32
2
2
3
2
3
2
34
3
rrrrr
r
rnr  . 
4.6.5. Метод зеркальных изображений и расчет магнитного поля 
проводника с током, расположенного параллельно стальной плите. 
      Для расчета магнитного поля, создаваемого линейными токами, 
протекающими вблизи стальных масс, широко применяют метод 
зеркальных изображений. Допустим, что в воздухе или в какой-
либо другой среде с магнитной проницаемостью
1a , параллельно 
плоскости раздела сред проходит провод с током I , рисунок 4.18 а. 
Магнитная проницаемость второй среды 
2a . 
 
Рисунок 4.18 
Требуется определить напряженность магнитного поля в 
любой точке первой и второй среды. С этой целью в расчет вводят 
фиктивные токи 1I  и 2I  того же направления. Провод с током 1I  
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помещают в месте зеркального изображения реального провода, 
провод с током 2I  – там, где расположен реальный провод, рисунок 
4.18, б, в. Тогда поле в верхнем полупространстве определяется как 
поле, создаваемое заданным током I  и фиктивным током 1I  
зеркально отображенного проводника, причем магнитная 
проницаемость и верхнего, и нижнего полупространств (то есть 
всего пространства) считается равной 
1a . Поле в нижнем 
полупространстве определяется как поле, создаваемое фиктивным 
током 2I , причем магнитная проницаемость всего пространства 
равна 
2a . Величины токов 1I  и 2I  определяются из граничных 
условий. В любой точке а границы раздела сред тангенциальные 
составляющие напряженности и нормальные составляющие 
индукции магнитного поля в первой и второй средах должны быть 
одинаковы (рисунок 4.18, б): 
  cos2cos22
21
21 R
IH
R
I
R
IH 

  , 
то есть  
21 III  ; 
 sin2sin22
21
2211 R
IB
R
I
R
IB anan 

  , 
то есть                                           
1
2
21
a
aIII 
 . 
Из этих уравнений определяем фиктивные токи. 
II
aa
aa 

21
12
1 

; II
aa
a 
21
1
2
2 

.    (4.26) 
Поле в любой точке пространства с проницаемостью 1  
определяется как геометрическая сумма H  и 1H , а в среде с 2  как 
поле RIH 222  . 
В формулах (4.26) может использоваться относительная 
магнитная проницаемость, так как 01 a . Если первая среда 
воздух, а вторая среда ферромагнетик, то обычно полагают 2 , 
110 
так как магнитная проницаемость ферромагнетика значительно 
больше магнитной проницаемости воздуха  03132 1010   . В 
этом случае поверхность ферромагнетика является поверхностью 
равного магнитного потенциала и силовые линии в воздухе у 
поверхности раздела будут перпендикулярны к поверхности. Тогда 
из формулы (4.26) II 1 ; 02 I  (физически это означает, что для 
проведения магнитного потока в стали не требуется М.Д.С 
0 HIW , но поле существует 02 B ). Удалим мысленно 
ферромагнитную среду, при этом средняя плоскость между токами 
I  и 1I  (совпадающая с границей раздела сред) является плоскостью 
равного магнитного потенциала, рисунок 4.19. Тогда поле двух 
проводов в среде с 
1a  описывает поле исходной задачи в первой 
среде (верхняя часть). 
 
Рисунок 4.19 
Метод может быть распространен на любое число 
проводников с током. Также как и для электростатического поля, 
метод может быть использован, когда две поверхности, 
ограничивающие ферромагнитную среду, сходятся под углом 
n  , где n  – целое число (например, 2  ).. 
В первой среде )( 1  поле в любой точке верхнего 
полупространства 11 HHH  , во второй среде )( 2  
RIHH  2222  . 
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Пример: применения метода зеркальных изображений, 
рисунок 4.20. 
 
Рисунок 4.20 
Магнитное поле создается проводником с током 10I  А, 
расположенным параллельно ферромагнитной плите достаточно 
большой толщины. Относительная магнитная проницаемость сред: 
11  ; 9992  . 
Требуется найти напряженность магнитного поля в точках А и 
В ( 2 вa  см). 
Решение: по формулам (4.26) находим фиктивные токи 
98,9
21
12
1 
 II 

 А; 02,02
21
1
2  II 

 А. 
Напряженность поля в точке А определяется как геометрическая 
сумма 21 HHH  , рисунок 4.21. 
 
Рисунок 4.21 
5,79
02,02
10
2 1
1  R
IH  А/м; 
48,442 222 R  см. 
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4,35
1048,42
98,9
2 22
1
2  R
IH  А/м. 
Геометрическое сложение дает 101H  А/м. 
Напряженность поля во второй среде (в точке В) находим в 
соответствии с рисунком 4.22. 
 
Рисунок 4.22 
0715,0
1048,42
02,0
2 23
2
3  R
IH  А/м. 
Качественная суммарная картина распределения силовых 
линий магнитной индукции B  показана на рисунке 4.23. 
 
Рисунок 4.23 
Заметим здесь, что напряженность поля в стали, 3H  составляет 
000708,0
101
0715,03 
H
H  (0,07 %) от напряженности в воздухе, то есть 
можно считать 03 H  0( 2 I , что соответствует приближению 
2 ). Физически это означает, что для проведения магнитного 
потока через ферромагнетик не требуется М.Д.С.  iWlH  . Но 
магнитное поле В в стали существует, хотя напряженность 
0
BBH
a .  
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                        Контрольные вопросы 
1. Дайте определение магнитного поля.Какое поле называется 
стационарным. 
2. Какой вектор является силовой характеристикой поля. Силовые 
линии и их свойства. 
3.Какая величина является энергетической характеристикой 
магнитного поля.Приведите известные Вам формулы энергии 
магнитного поля. 
4. Коэффициенты самоиндукции и взаимоиндукции, их свойства. 
Порядок расчета этих коэффициентов, с приведением всех 
необходимых формул. 
5. Какое направление имеет векторный потенциал относительно 
направления создающего магнитное поле тока. Приведите 
формулы энергии и потока через векторный потенциал. 
6. Запишите и сформулируйте закон полного тока. В каких случаях 
целесообразно его применение. 
7. Почему в природе нет магнитных зарядов, из какого закона это 
следует. 
8. Граничные условия в магнитном поле. Как ведет себя магнитное 
поле на границе с ферромагнетиком.   
 
 
5. Квазистационарное электромагнитное поле 
 
Если переменное электромагнитное поле изменяется 
достаточно медленно, чтобы считать, что в каждый конкретный 
момент времени оно распределено в пространстве так же, как 
стационарное, то такое поле называется квазистационарным. Такое 
поле создается токами, для которых справедливо утверждение, что 
в каждый момент времени величина тока в любом сечении 
неразветвленной электрической цепи одинакова. Такие токи 
называются квазистационарными, а электрическая цепь с такими 
токами – это цепь с сосредоточенными параметрами. 
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Электромагнитный процесс можно считать квази-
стационарным при двух условиях: 
1. Скорость распространения электромагнитной энергии должна 
равняться бесконечности. Только при этом условии в любом 
сечении неразветвленной электрической цепи величина тока в 
каждый момент времени будет одинакова.  
2. Пренебрегаем током смещения в диэлектриках за исключением 
области между обкладками конденсатора.  
Для периодических процессов условия квазистационарности 
соблюдаются, если расстояние до самой удаленной точки 
рассматриваемой области значительно меньше длины волны 
электромагнитного поля 
l . 
Это условие получается, исходя из следующих соображений. 
Время, за которое электромагнитная волна пройдет расстояние l, 
должно бать значительно меньше периода периодического тока (а 
значит и создаваемого им электромагнитного поля): 
T
c
t   ; 
или 
 cT . 
Для промышленной частоты длина волны  
6
8
106
50
103 
f
ccT м = 6000 км. 
Следовательно, все электротехнические устройства 
промышленной частоты, за исключением длинных линий, можно 
считать цепями с сосредоточенными параметрами, в которых 
протекают квазистационарные токи, создающие квазистационарное 
поле. 
Переменное электромагнитное поле описывается системой 
уравнений Максвелла. 
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Интегральная форма: 
1) персмпрполн
l
іііidH   ; 
2) t
ФedЕ 


 ; 
3) QSdD
S
 ; 
4) 0
S
SdB . 
Дифференциальная форма: 
1) персмпрполн vt
DEHrot  
 ; 
2) 
t
ВЕrot 
 ;          (5.1) 
3) Ddiv ; 
4) 0Bdiv . 
Материальные уравнения, характеризующие среду: 
ED a ; 
HB a . 
Для каждой конкретной задачи эти уравнения должны быть 
дополнены граничными условиями 
nn
nn
BBHH
DDEE
2121
2121
;
;



 . 
В квазистационарном приближении первое уравнение Максвелла 
для всех областей, за исключением области внутри конденсатора, и 
четвертое уравнение имеют такой же вид, как и в стационарном 
поле 
1) EHrot    
(в конденсаторе 
t
DEHrot 
  ); 
4) 0Bdiv . 
Следовательно, для расчета квазистационарного магнитного 
поля применимы все законы и методы стационарного поля 
(магнитного поля постоянных токов) с учетом токов смещения в 
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конденсаторе и закона электромагнитной индукции. Электрическое 
квазистационарное поле описывается вторым и третьем 
уравнениями Максвелла (5.1) 
2) 
dt
BErot  ; 
3) Ddiv , 
которые отличаются от уравнений стационарного электрического 
поля ( 0Erot , Ddiv ). Квазистационарное электрическое поле не 
является чисто потенциальным, как стационарное, и может иметь 
вихревой характер (в соответствии с законом электромагнитной 
индукции). Таким образом квазистационарное магнитное поле 
рассчитывается по тем же формулам, что и стационарное, а 
квазистационарное электрическое поле – по выше приведенным 
уравнениям.  
 
5.1.Обобщенный закон электромагнитной индукции. ЭДС и 
сила, действующие в проводниках электрических машин 
 
В законе электромагнитной индукции 
dt
dФe   
в общем случае магнитный поток зависит от времени и от 
координаты 
                                                          xtФФ , . 
Например, х – направление по касательной к окружности 
вращающегося ротора (координата, вдоль которой перемещается 
контур). 
Скорость проводников контура относительно магнитного поля 
dt
dxv  . 
Но координата х также зависит от времени )(tx . Тогда магнитный 
поток запишем в виде 
  txtФФ , , 
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и ЭДС, как полная производная от потока 
  
dt
dx
dx
dФ
dt
dФ
dt
txtФe  , . 
Первое слагаемое - это трансформаторная ЭДС, создаваемая 
изменением потока во времени. 
Во втором слагаемом  
dSBSdBdФ   
есть изменение потока в зависимости от координаты х вдоль 
которой происходит движение проводника обмотки ротора 
(рисунок 5.1). Поэтому в этом выражении dS  есть площадка, равная 
произведению длины проводника на величину перемещения 
проводника dx , то есть dxdS   . Тогда ЭДС равна 
dt
dxBl
dt
dФ
dt
dx
dx
Bldx
dt
dФe   
или 
Blv
dt
dФe  . 
 
Рисунок 5.1 
Таким образом к трансформаторной ЭДС добавляется еще 
ЭДС движения (вращения) – соответственно в правой части 
равенства. Направление ЭДС движения определяется по правилу 
правой руки. 
На проводники ротора электрической машины, находящиеся в 
магнитном поле статора, действует электромагнитная сила, 
которая, согласно закону Ампера, определяется равенством:   sin BdIBdIFd  . 
Учитывая, что проводники с током и индукция поля B  
перпендикулярны в электрических машинах  090  и что вдоль 
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ротора (вдоль длины проводника  , рисунок 5.1) индукция и ток не 
изменяются, то сила, действующая на весь проводник длиной  , 
будет равна 
 

 IBBIdF . 
Направление силы определяется по правилу левой руки. 
 
5.2. Движение проводника во внешнем магнитном поле 
(например, в воздушном зазоре электрической машины 
постоянного тока) 
 
При движении проводника в магнитном поле воздушного 
зазора электрической машины может быть два случая 
взаимодействия между ними, рисунок 5.2. 
 
Рисунок 5.2 
 
Если проводник под действием сторонней механической силы 
движется в направлении х, то в нем наводится ЭДС vBe 0 , которая 
создает в проводнике ток того же направления (генераторный 
режим). Если проводник с током находится в магнитном поле 0B , 
то на него согласно закону Ампера действует сила IBF  0 , 
направленная против направления х (двигательный режим). При 
этом суммарное поле можно определить по методу наложения, 
рисунок 5.2,а. Внешнее поле 0B  представляем в цилиндрической 
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системе координат, рисунок 5.2,б (начало координат в центре 
проводника) 
 cossin 00000 BBrB  . 
Поле проводника  
r
IB aпр 

2
 . 
Суммарное поле  

 
r
IBBrBBB aпр 

2
cossin 00000 . 
Вблизи проводника составляющая прB  достаточно велика и 
здесь силовые линии замкнуты вокруг проводника. Вдали 
проводника составляющая прB  мала и внешнее поле практически не 
искажено. При этом в точке n, которая называется точкой 
ветвления поля, суммарная индукция поля будет равна нулю. 
Координату этой точки найдем, приравняв тангенциальную 
проекцию поля B  нулю. 
Точка n: 0180 ; 0
20

n
a
r
IBB 

 . 
Отсюда  
02 B
Ir an 
 . 
В точке n происходит перезамыкание силовых линий. Вполне 
возможно, что этот процесс идет квантовым способом. В теории 
сверхпроводимости установлен квантовый характер изменения 
потока Ф. Квант магнитного потока в сверхпроводниках 
e
hФ
20
 151007,2   Вб, 
где h – постоянная Планка; 
е – заряд электрона. 
В точке n при движении проводника вдоль х верхняя и нижняя 
части силовой линии 4 соприкасаются слева от проводника и она 
будет иметь вид силовой линии 3, когда происходит отделение 
кольцевой линии вокруг проводника. При этом силовая линия 4, 
бывшая справа от проводника, оказывается слева, как линии 3, 2, 1. 
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И так происходит со всеми последующими линиями 5, 6 и так 
далее. То есть при движении проводника во внешнем поле 
происходит как бы отделение от внешнего поля кольцевых силовых 
линий и нанизывание их на движущийся проводник. С этими 
силовыми линиями связана электромагнитная энергия, которая 
создает ЭДС и ток внутри проводника. 
С физической точки зрения на движущиеся со скоростью v 
вместе с проводником заряды действует магнитная сила Лоренца  BvdQFd , , 
производящая разделение зарядов. Если проводник не замкнут, то 
поле разделившихся зарядов уравновесит силу Лоренца 
(напряженность  Bv
dQ
FdE , ). Если проводник замкнут на 
внешнюю цель, то потечет ток 
R
Ei  , на который будет 
действовать сила Ампера. Она же – сила Лоренца, действующая на 
движущиеся вдоль проводника со скоростью v1 заряды 


 BvdQdF ,1 , если учесть, что 
         BdidVBdVBvdVBvBvdQFd ,,,,, 111    
так как  
 idSd
S
idV  , 
где   – плотность тока; 
  – объемная плотность зарядов в проводнике; 
S  – поперечное сечение проводника. 
Сила Ампера направлена против направления движения. 
Таким образом сторонняя механическая сила, преодолевая действие 
сил Ампера, производит работу по разделению зарядов и созданию 
тока i в проводнике.  
В двигательном режиме все идет в обратном порядке. 
Проводник с током в магнитном поле 0B  под действием 
выпрямляющихся (стремясь сократиться по длине) силовых линий 
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4, 5 движется влево. При этом кольцевые силовые линии 
снимаются с проводника, соприкасаясь в точке n  с силовыми 
линиями внешнего поля (линия 3). Энергия этих линий связана с 
механическим движением проводника с током в направлении, 
обратном координате х. Энергия на создание этих линий и 
механической силы поступает в проводник от стороннего 
источника, создающего ток в проводнике. При этом применимо 
правило левой руки. С физической точки зрения в этом случае на 
проводник с током действует сила Ампера – она же сила Лоренца, 
действующая на движущиеся вдоль проводника заряды. При 
движении проводника возникает ЭДС индукции. При этом работа 
сил Ампера и работа электродвижущих сил оказываются равными 
по величине и противоположными по знаку. При изменении потока 
на величинуdФ  силы Ампера совершают работу  
idФdA  , 
а из формулы ЭДС 
dt
dФe   
следует, что 
idФ
dt
dQdФedQdA  . 
Таким образом источник, создающий ток в проводнике, 
совершает работу по преодолению ЭДС, равную работе сил 
Ампера. 
 
5.3. Влияние экранирования магнитного поля стальными 
зубцами пазов электрических машин 
 
В электрических машинах пазы бывают открытые, 
полузакрытые и закрытые. 
Упрощенно поместим проводник в стальную трубу и 
рассмотрим его движение во внешнем магнитном поле. Посмотрим, 
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будет ли изменяться ЭДС от того, что проводник находится в 
полости стальной трубы, рисунок5.3. 
 
Рисунок 5.3 
Вследствие большой магнитной проницаемости материала 
трубы, силовые линии будут втягиваться в тело трубы, а значит 
происходит разрежение силовых линий в плоскости и вне трубы 
вблизи ее поверхности. Рассмотрим два случая: 1) проводник 
движется во внешнем однородном магнитном поле без 
экранирования трубой. Согласно (5.2) в проводнике наводится ЭДС 
111 vBe  , 
где 1B  – индукция внешнего поля, 
1v  – скорость; 
2) проводник движется вместе с трубой с той же скоростью в том 
же внешнем поле. ЭДС в этом случае 
222 vBe  , 
где 2B  – индукция в полости трубы, которая заведомо меньше 1B ; 
2v  – скорость проводника относительно силовых линий поля (или 
наоборот). 
Экспериментально установлено, что 21 ee  , тогда 2211 vBvB   и 
отношение 
1
2
2
1
v
v
B
B  . 
Так как 12 BB  , то должно быть 12 vv  . Таким образом 
экранирование не влияет на ЭДС, наводимую в проводнике. 
Это явление можно объяснить следующим образом. 
Например, силовая линия 1 (рисунок 5.3) задержится на некоторое 
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время в правой части тела трубы из-за большей магнитной 
проницаемости стенки трубы по сравнению с проницаемостью 
полости трубы. При дальнейшем перемещении вправо проводника 
и трубы линия 1 перескочит в левую часть трубы, пересекая 
проводник со значительно большей скоростью, чем поступательное 
движение проводника и трубы. При этом силовая линия как бы 
приобретает дополнительную скорость относительно проводника и 
трубы. 
                                        Контрольные вопросы 
 1.Дайте определение квазистационарного магнитного поля. 
Условия   квазистационарности. 
2.Физический смысл уравнений Максвелла. Из каких 
экспериментальных законов выводятся эти четыре уравнения. 
3.Трансформаторная ЭДС и ЭДС движения. Как определяются и в 
каких электротехнических устройствах имеют место быть. 
 
 
6. Переменное электромагнитное поле 
 
Переменное электромагнитное поле описывается системой 
уравнений Максвелла (5.1). Система уравнений Максвелла 
свидетельствует о неразрывной связи электрического и магнитного 
полей как двух сторон одного электромагнитного поля. В 
уравнениях Максвелла отражено изменение электромагнитного 
поля и во времени, и в пространстве ( dt , rot ). 
Первое и четвертое уравнения говорят о том, что магнитное 
поле всегда вихревое ( ;0Hrot  0Bdiv ). 
Второе и третье уравнения свидетельствуют, что 
электрическое поле может быть и вихревым, и потенциальным – 
Кулоновским ( ;0Erot  0Ddiv ). 
Первое и второе уравнения, рассматриваемые в непроводящей 
среде (например, в вакууме), когда 0 Eпр  , свидетельствуют о 
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взаимосвязи и взаимопревращении электрического и магнитного 
полей. 
t
EHrot a 
  . 
t
HErot a 
  . 
Всякое изменение электрического поля во времени 




t
E  в 
данной точке пространства вызывает в окрестности этой точки 
вихревое магнитное поле ( Hrot ). Так как операция rot  представляет 
собой пространственные производные по координатам 
соответствующей системы координат, то можно констатировать, 
что пространственные изменения магнитного поля и временные 
изменения электрического поля связаны. Из второго уравнения 
следует, что всякое изменение во времени магнитного поля 




t
B  
вызывает в окрестности рассматриваемой точки вихревое 
электрическое поле ( Erot ), то есть пространственные изменения 
электрического поля и временные изменения магнитного поля 
также связаны. Но взаимосвязанное изменение электрического и 
магнитного полей во времени и пространстве есть не что иное, как 
движение электромагнитной энергии (электромагнитной волны) в 
пространстве с течением времени. 
Энергия, переносимая электромагнитным полем, определяется 
как сумма электрической и магнитной энергии 
 
VV
MЭ dVBHdVDEWWW 2
1
2
1 . 
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6.1. Теорема о потоке электромагнитной энергии (теорема 
Умова - Пойнтинга) 
Теорема Умова - Пойнтинга связывает изменение энергии в 
некотором объеме с потоком энергии через поверхность, 
охватывающую этот объем. 
Теорема справедлива для любого электромагнитного поля и 
для любой среды, которая в общем случае может быть и не 
однородной, и анизотропной. Для простоты и наглядности 
приведем здесь вывод только для однородной изотропной среды 
( const , const , const ). Пусть в некотором объеме V, занятом 
электромагнитным полем, содержится энергия: 
dVHBdVEDWWW
VV
МЭ   2
1
2
1 . 
Определим убыль энергии в единицу времени    dV
t
HBdV
t
ED
t
W
VV
 



2
1
2
1 . 
Так как ED a ; сonsta  , то   tEEtEtED aa   2
2
. 
Соответственно HB a ; сonsta   и  
t
HH
t
H
t
HB
aa 


  2
2
. 
Тогда  
dV
t
HHdV
t
EE
t
W
V
a
V
a  


  .    (6.1) 
Из первого и второго уравнений Максвелла 
v
t
ЕEHrot aполн  
 , 
t
H
t
BErot ф 

   
определяем 
vEHrot
t
Е
a  
 , 
и 
Erot
t
H
a 
  
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и подставляем в (6.1) 
dVErotHdVvEdVEdVHrotE
t
W
VVVV
 
  2 . 
Используем формулу дивергенции векторного произведения двух 
векторов   HrotEErotHHEdiv  , 
тогда 
 dVHEdivdVvEdVE
t
W
VVV

   2 . 
Применим теорему Остроградского - Гаусса     
SV
SdHEdVHEdiv , 
получим 
   SVV SdHEdVvEdVEtW  2 .   (6.2) 
Это и есть теорема Умова - Пойнтинга. 
Таким образом, убыль энергии в некотором объеме 
расходуется на джоулевы потери в проводящих телах (если они 
есть в объеме V), на ускорение заряженных частиц   (если они 
есть) и на излучение энергии через поверхность S, 
ограничивающую этот объем (соответственно первое, второе и 
третье слагаемые в правой части полученной формулы). 
При низких частотах энергия то выходит из поверхности S, то 
возвращается назад. При этом излучения энергии практически нет. 
При больших частотах не вся вышедшая энергия возвращается в 
объем V. 
При постоянном токе есть передача энергии в пространстве от 
источника к нагрузке, но нет излучения. 
Векторное произведение    ПHE         (6.3) 
называется вектор Пойнтинга. Единица измерения 2М
AB
M
A
M
B   
(Вт/м2 – если активная энергия). 
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Вектор Пойнтинга представляет собой поверхностную 
плотность мощности, выходящей через поверхность S (энергия, 
проходящая через единицу поверхности в единицу времени). 
Направление вектора П  определяется правилом векторного 
произведения, рисунок 6.1. 
 
Рисунок 6.1 
6.2. Передача энергии по двухпроводной линии с точки зрения 
теоремы Умова - Пойнтинга 
         Рассмотрим линию передачи постоянного тока constI  , 
рисунок 6.2. 
 
Рисунок 6.2 
Вектор П  указывает направление потока энергии. Энергия от 
источника направляется не по проводам, а через окружающее 
пространство. При этом часть энергии поступает внутрь проводов и 
расходуется на джоулевы потери.  
Принимаем 0  – нет заряженных частиц в объеме V. Тогда 
(6.2) примет вид: 
SdПdVE
t
W
V S
 
 2 . 
Здесь 0

t
W , так как ток и поле постоянны, следовательно 
dVESdП
VS
2   . 
В левой части равенства стоит величина положительная, так как 
угол между векторами П  и Sd  равен 180о (энергия поступает через 
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поверхность S, рисунок 6.2, в нагрузку R). Она расходуется на 
джоулевы потери в ограниченном ею объеме, то есть в нагрузке R. 
Определим потери в проводах линии, рисунок 6.3, то есть ту 
часть энергии, которая поступает внутрь проводов при передаче 
энергии от источника к нагрузке. 
 
Рисунок 6.3 
Вектор напряженности электрического поля на поверхности 
провода представим в виде двух составляющих, рисунок 6.3 
пEEE   . 
Тогда и вектор Пойнтинга (6.3) будет иметь две составляющие       21 ППHEHEHEП n   . 
2П  – несет энергию в нагрузку; 
1П  – несет энергию внутрь проводника, она идет на джоулевы 
потери. 
Учтем перпендикулярность векторов E  и Н , рисунок 6.3,   HEHEHEП   01 90sin . 
Из закона полного тока IdH 

  для окружности радиуса r (она же 
силовая линия H ) найдем: 
r
IH 2 , 
где r – радиус провода. 
Для постоянного тока формула напряжения может быть записана 
без интеграла. Напряжение на длине   провода равно 


 EdEU   , 
тогда 
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
RIUE  , 
где R – сопротивление линии длиной  . 
Мощность, поступающая через единичную поверхность, 
r
RIHЕП  2
2
1  . 
Мощность, поступающая через всю боковую поверхность, 
2
1 2 RIrПSПP бок   . 
Получили известную формулу тепловых потерь в проводнике. 
 
6.3. Поток электромагнитной энергии в коаксиальном кабеле 
 
На рисунках 4.17, 6.4 представлен коаксиальный кабель в 
разрезе. Найдем энергию, передаваемую в нагрузку через 
пространство между проводами (диэлектрик) и поступающую 
внутрь проводников кабеля. 
 
Рисунок 6.4 
Считаем заданными размеры, свойства материалов и U  – 
напряжение на кабеле; 
I  – ток в кабеле. 
В диэлектрике (изоляция между проводами) находим: 
1) из закона полного тока для контура радиуса r, рисунок 4.17, 
IdH    
найдем напряженность магнитного поля 
r
IH 2 ; 

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2) из теоремы Гаусса для замкнутой цилиндрической поверхности 
радиуса r 
 
S a
QSdE   


 
a
QrE  2  
найдем напряженность электрического поля 
r
QE
a
п 2 . 
Напряжение между внутренним и внешним проводниками 
кабеля 
1
2ln
22
2
1
2
1
r
rQ
r
drQdrErdEU
a
r
rar
r
r      . 
Тогда  
1
2ln
r
rr
E
U
п
 . 
Отсюда радиально направленная составляющая напряженности 
электрического поля  
12ln rrr
UEп  ; 
3)тогда вектор Пойнтинга в изоляции кабеля по величине будет 
обратно пропорционален   квадрату радиуса               
                             2
12
1
ln2 rrr
UIHEHEП nn    .  
Поток энергии в единицу времени через элементарную 
площадку rdrdS 2 , рисунок 4.17, перпендикулярную вектору П  
(который направлен вдоль длины кабеля  ) будет равен 
r
dr
rr
UIdSПdP 
12ln
. 
Через все поперечное сечение изоляции кабеля  2122 rr    поток 
энергии в единицу времени (то есть мощность) будет равен 
UI
r
dr
rr
UIdPP
r
rS
  2
112ln
. 
Здесь UI  – мощность энергии, передаваемой через изоляцию кабеля 
в нагрузку, а проводники кабеля являются направляющими для 
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потока энергии. При этом в провода кабеля «засасывается» часть 
энергии и расходуется на джоулевы потери. Найдем их. На 
поверхности внутреннего проводника тангенциальная 
составляющая напряженности электрического поля Е  направлена 
по току I , а напряженность магнитного поля Н по касательной к 
поверхности проводника. Тогда вектор Пойнтинга   HEHEП    
на поверхности внутреннего проводника будет направлен внутрь 
проводника по радиусу (см. рисунок 6.3). 
Из закона полного тока найдем 
r
IH 2 . 
Для определения E  используем закон Ома в 
дифференциальной форме(3.4.)  
 E . 
Отсюда найдем 
2r
IE 

  . 
Тогда направленный внутрь внутреннего проводника кабеля вектор 
Пойнтинга 
2
11
2
2 rr
IHЕП   . 
Поток энергии в единицу времени через боковую поверхность 
проводника 
  бок
S
SПSdПP 22
1
2
12 RIr
IrП  
 , 
где 2
1r
l
S
lR   . 
Такой же формулой определяются тепловые потери во 
внешнем проводнике кабеля.  
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6.4. Плоская электромагнитная волна в однородной среде 
 
Электромагнитная волна называется плоской, если величины, 
определяющие электромагнитное поле E  и H , зависят только от 
одной координаты. Этой координатой является направление 
движения энергии (движения электромагнитной волны). Пусть это 
будет координата z, тогда векторы E  и H  будут функциями двух 
переменных:  tzE , ,  tzH , . 
Физически наглядно плоскую волну можно понимать, как 
часть сферической волны на далеком расстоянии, рисунок 6.5. 
 
Рисунок 6.5 
Из уравнения (6.3) для вектора Пойнтинга (рисунок 6.1) 
следует, что E  и H  находятся в плоскости, перпендикулярной к 
направлению распространения энергии. Совместим координату х с 
направлением вектора напряженности электрического поля, тогда в 
нем будет только х-составляющая 
 tzEiEE XX , . 
Подставим во второе уравнение Максвелла 
t
H
t
BErot a 

  , 
t
H
E
zyx
kji
Erot a
X















 
00
. 
Это уравнение раскладываем на три уравнения в проекциях. 
Учтем, что   zyx HkHjHitzH , , получим три уравнения: 
х)   00 
 consttH
t
H
x
x
a  
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у) 
t
H
z
E y
a
x


                (6.4) 
z)     00, 

 consttH
t
H
y
tzE
z
z
a
x  . 
Мы здесь учли, что в переменном электромагнитном поле нет 
постоянных составляющих 
    0 consttHtH ZX . 
В магнитном поле есть только у-проекция: 
 tzHjH y , . 
Подставим в первое уравнение Максвелла (считая, что объемных 
зарядов нет, 0 ) 
t
EEHrot a 
  , 



















t
EEi
H
zyx
kji
Hrot xax
y

00
. 
Раскладываем по проекциям: 
х) t
EE
z
H x
ax
y


   
у) 00   
z) 00),( 

x
tzH y . 
Получили второе уравнение для плоской волны 






t
EE
z
H x
ax
y  .     (6.5) 
Уравнения (6.4), (6.5) применимы для любого переменного поля 
(плоская волна). Если считать, что величина Е и Н изменяются по 
синусоидальному закону, то можно использовать комплексный 
метод. Такие волны называются монохроматическими, то есть 
содержащими сигналы только одной частоты f
T
 22  . 
       
mI
tj
mEmX eEtzEtzEE
  sin, , 
где  zEeEE mjmm E   . 
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Аналогично  
   
mI
tj
my eHtzHH
 , , 
где  zHeHH mjmm H   . 
Подставляем в (6.4), (6.5) 
1)  
m
mI
J
tj
ma
tjm eHje
dz
Ed  

 ; 
2)  
m
mI
J
tj
ma
tj
m
tjm eEjeEe
dz
Hd   

 . 
Так как эти равенства для любого момента времени, то знак 
мнимой части mJ  убираем (так как будут равны и сами комплексы 
слева и справа) и сокращаем на 0tje  , тогда 
1) mam Hjdz
Ed  , 
2)   mam Ejdz
Hd   .           (6.6) 
Это есть уравнения, описывающие плоские 
монохроматические волны. Продифференцируем первое уравнение 
(6.6) по z и подставим в него из второго уравнения 
dz
Hd m  
  maam Ejjdz
Ed  2
2
. 
Введем обозначение    jjjГ aa  ,    (6.7) 
где Г  – коэффициент распространения волны;  
  – коэффициент затухания на единицу длины, [1/м]; 
  – коэффициент изменения фазы на единицу длины, [1/м]. 
Тогда  
022
2
 mm Edz
Ed . 
Решением дифференциального уравнения второго порядка 
являются две экспоненты 
  zГzГm eMeMzE 21   , 
135 
где корни характеристического уравнения 022  Гк  равны 
Гк 2,1 , а 1M  и 2M  – комплексные постоянные интегрирования: 
n
zГ EeM 1  – прямая или падающая волна, убывает с  увеличением 
координаты z, 
02 EeM
zГ  – обратная или отражаемая волна, убывает с уменьшением z. 
Пусть среда бесконечна, тогда нет отражения волны 02 M  и 
   ZГnm eMEzE  1 , 
где njeMM  11 . 
Тогда закон распространения падающей волны 
        
mm J
tjzjnj
J
tj
m eeeMeEtzE  11  
 nz zteM    sin1 ,    (6.8) 
где α− коэффициент затухания амплитуды волны. 
Если constz  , то (6.8) – синусоидальная функция времени, 
если constt  , то (6.8) –– синусоидальная функция координаты z. 
Изменение напряженности  tzE ,  в зависимости от координаты z и 
времени t есть движение (распространение) падающей волны. 
Амплитуда уменьшается по мере движения волны вдоль 
координаты z. 
Определим скорость распространения волны. Считаем, что 
некоторая точка движется вместе с волной, например, на гребне 
волны, тогда для нее фаза является неизменной 
constzt n   . 
Продифференцируем по t: 0
dt
dz , но ФVdt
dz   – фазовая скорость 
волны, которая будет равна .
фV  
Напряженность электрического поля изменяется вдоль 
направления распространения волны z по синусоидальному закону 
и ее период равен 2 . Но расстояние вдоль координаты z, 
соответствующее изменению фазы на угол 2 , есть длина волны  . 
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Для большей ясности на графике, рисунок 6.6, считаем, что волна 
распространяется без затухания, .0  
 
Рисунок 6.6 
Из графика следует  2  тогда, .22 TV
f
VV ФФФ  


  
Из первой формулы система (6.6) найдем  
  .11 11 zГ
a
ZГ
a
m
a
m eMj
ГeM
dz
d
jdz
Ed
j
H     
Введем понятие волнового сопротивления среды, Ом 
Г
jZ aB
  . 
Величина комплексная BjBB eZZ  . Подставляя BZ  в формулу для 
mH , получим закон Ома для прямой волны: 
B
m
B
zГ
m Z
E
Z
eMH 

1 ,     (6.9) 
где BZ  –  сопротивление для одной волны, например, падающей 
Мгновенное значение напряженности  tzH , отстает от  tzE ,  на 
угол B  
   .sin, 1 BП
B
z
zt
Z
eMtzH 



 
 
 
6.5. Плоская волна в идеальном диэлектрике 
В идеальном диэлектрике токами проводимости можно пренебречь 
0 Eпр  , так как они значительно меньше токов смещения 
dt
dE
aсм   . Тогда, подставляя в (6.6) 0 , получим 
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ma
m Hj
dz
Ed 
 
  .mamam EjEjdz
Hd                                         
Дифференцируя первое равенство по z , подставляя второе,получим  
  .22
2
maa
m Ej
dz
Ed   
Коэффициент распространения (6.7) в этом случае равен  
 jjГ аа  . 
Отсюда следует, что коэффициент затухания 0  и коэффициент 
фазы aa  . 
Решение уравнения  
mEГdz
Ed m 
2
2
 
для бесконечной среды (то же, что и в разделе 6.4): 
ZГ
m eMЕ  . 
Определяем фазовую скорость  
aa
ФV 
 1 . 
Фазовая скорость не зависит от частоты. Таким образом в 
идеальном диэлектрике волны распространяются без затухания 
 0  со скоростью, не зависящей от частоты, а значит форма 
несинусоидальных сигналов будет передаваться без искажений 
(весь набор частот сигнала передается с одинаковой скоростью и 
без затухания). 
Примечание.  В вакууме фазовая скорость равна скорости света С 
8
9
700
103
1094
1104
11 




ФV  м/с = С. 
Длина волны в диэлектрике: 
.22 TV
f
V
V ф
ф
ф  


  
Волновое сопротивление 
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,
a
a
aa
aa
B j
j
Г
jZ 


   
аргумент BZ : .0B  
[Для вакуума 3771201094104 97
0
0   

BZ  Ом]. 
Таким образом среда обладает чисто активным сопротивлением. 
Волновое сопротивление чисто вещественная величина, а значит 
напряженности электрического Е и магнитного Н полей совпадают 
по фазе во времени. Причем волны Е и Н взаимно 
перпендикулярны в пространстве, рисунок 6.7. 
 
Рисунок 6.7 
Мгновенные значения напряженностей в этом случае равны: 
   nztMtzE  sin, , 
   n
B
zt
Z
MtzH  sin, . 
Оценим, какая часть энергии передается электрической 
волной, какая магнитной. Удельная электрическая энергия равна: 
.
222
222 HZEDEW BaaЭ
   
Мы здесь использовали закон Ома (6.9). Подставим 
a
a
BZ 
2 , 
получим 
M
a
э W
BHHW 
22
2 , 
где MW   – удельная магнитная энергия. 
Таким образом электрическая и магнитная энергии равны, а 
значит энергия волны электромагнитного поля в идеальном 
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диэлектрике переносится электрическим и магнитным полями 
поровну. 
 
6.6. Плоская волна в проводящей среде 
 
В проводящей среде можно пренебречь токами смещения, так 
как 
смaпр EE   . 
Тогда, из равенств (6.6) следует 
ma
m Ej
dz
Ed 2
2
. 
Решение для бесконечной среды 
 zjjzГ
m eeMeME n    
где     aaa jjjГ   .1245 
 jje aja   
ka 
2
 . 
В этом случае коэффициенты   и   принято обозначать буквой к, 
тогда коэффициент распространения  
jккГ  . 
Мгновенное значение напряженности электрического поля               
   nкz кztMetzE   sin, . 
 Коэффициент затухания к  тем  больше, чем больше частота, 
магнитная проницаемость и проводимость среды. 
То есть в  проводящей среде волна  быстро затухает, рисунок 6.8.                     
  
Рисунок 6.8   
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Фазовая скорость в этом случае равна 
                                                    



a
фV
2 . 
Сравним с фV  в диэлектрике 
,12
1
2
/
 




a
aa
a
эдф
прф
V
V
 
так как 0 a . Фазовая скорость фV  в проводящей среде 
значительно меньше, чем в диэлектрической. 
Сравним длину волны в проводящей и в диэлектрической 
средах. Так как 
f
VФ , то 1
 э
пр
Ф
Ф
э
пр
V
V


. 
Длина волны в проводящей среде меньше, чем в диэлектрике. Для 
частоты 50f  Гц 45,0стали  см, 9,5меди  см. 
Найдем волновое сопротивление проводящей среды 
 jej
j
j
Г
jZ ajaa
a
aa
B
o  1
2
45







 .          (6.10) 
Из закона Ома (6.9)  
B
m
m Z
EH   
следует, что волна магнитного поля  tzH ,  отстает от волны 
электрического поля  tZE ,  на oB 45  во времени. Тогда 
мгновенное значение напряженности магнитного поля 
   045sin,   nкz
B
кzte
Z
MtzH  . 
Запишем также мгновенное значение плотности вихревых 
токов  : 
   nz ztMeEtz     sin, , k   
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Таким образом электромагнитное поле в проводящей среде быстро 
затухает. Например, на длине z  отношение амплитуд волны  zE  
будет равно: 
 
     

e
e
e
zE
zE
z
z
m
m  

 
или 
 
   zE
zE
m
mln  [Hen], 
то есть   – это затухание волны на пути 1  м. Расстояние 
 z , на котором волна ослабевает в е раз 
 
  718,2 ezE
zE
m
m , 
называется эквивалентной глубиной проникновения поля (плоской 
волны). Тогда  
1ln  е , 
отсюда 
 ак
211  . 
Для меди 4,9  мм, для стали 7,0  мм при частоте 50f  Гц. 
Для  Z  экспонента  2eee к  , то есть на глубине   
волна затухает до 00185,01 22    ee  своей величины на 
поверхности. 
Так как электромагнитная энергия пропорциональна 
произведению EH  : 
кzz eeEHW 22 ~~~   , 
то до глубины 
2
z  доходит только 0,185 % энергии, поглощаемой 
в проводнике  00185,022    eee ккz . 
На рисунке 6.8 качественно показан характер затухания волны 
 tzE , . Таков же характер изменения ),( tz . Волна  tzH ,  отстает на 
45о (в соответствии с (6.10)).  
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Из закона Ома (6.9) следует, что при одной и той же 
напряженности электрического поля mE , напряженность 
магнитного поля в проводящей среде будет значительно больше, 
чем в диэлектрической, так как 
1
 
а
B
B
э
пр
Z
Z
 
в силу того, что a  . Следовательно, в проводящей среде 
большая часть энергии переносится магнитным полем. 
 
 
6.7. Поверхностный эффект 
 
Явление неравномерного распределения тока по сечению 
проводника с переменным током, неравномерного распределения 
магнитного поля в стальном магнитопроводе с переменным 
магнитным потоком называется поверхностным эффектом. При 
больших частотах поверхностный эффект наиболее ярко выражен и 
поэтому магнитопровод электротехнических устройств делается 
шихтованным. Массивные проводники с переменным током 
выполняются расщепленными или полыми.  
Поверхностный эффект используется и в полезных целях, 
например, для поверхностной закалки деталей, индукционного 
нагрева, экранирования от переменного магнитного поля 
различных устройств. На практике поверхностный эффект 
наиболее часто используется в следующих целях. 
1. В электромагнитных экранах, предохраняющих, например, 
измерительные приборы (или человека) от внешних переменных 
полей, действие которых основано на малой глубине 
проникновения электромагнитной волны в металлы. Для хорошего 
экранирования толщина стенки экрана должна быть примерно 
равна длине волны. 
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2. Для индукционного нагрева металлических изделий перед 
ковкой или штамповкой (частота 201  кГц). 
3. Для поверхностной закалки деталей (валы, шестеренки и др.) 
(частота 50010   кГц). 
4. Для высокочастотного нагрева пластмасс перед 
штамповкой(частота 301  мГц), термической обработки пищевых 
продуктов, вулканизации резины и других целей.  
 
           6.7.1. Активное и внутренне индуктивное сопротивление 
круглого проводника с током при ярко  выраженном скин-
эффекте.                                                 
         Так как ток вытесняется к поверхности проводника, активное 
сопротивление проводника переменному току будет больше, чем 
постоянному току. Из-за явления вытеснения к поверхности 
электромагнитного поля уменьшается внутренняя индуктивность 
проводника. Если радиус проводника достаточно большой по 
сравнению с глубиной проникновения поля  r , то процесс 
можно рассматривать как проникновение плоской 
электромагнитной волны через поверхность внутрь проводника. 
Это будет при ярко выраженном скин-эффекте (для высоких 
частот). Тогда  энергию и мощность, поступающую через 
поверхность внутрь проводника, можно определить с помощью 
вектора Пойнтинга, рисунок 6.9.   HEП  . 
 
 
Рисунок 6.9 
В комплексной форме вектор Пойнтинга: 
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2HZHЕHЕП B

  

, 
поскольку векторы Е  и Н  перпендикулярны. В соответствии с (6.9) 
HZЕ B . 
а произведение  
2HHH   . 
Подставим BZ  (6.10): 
  22 1
2
HjHZП аB  

. 
На поверхности проводника r
IН 2 . 
Из формулы комплекса полной мощности jQPIZS  2  
найдем комплексное сопротивление проводника – Z . 
    rHjISПISdПII
S
I
Qj
I
PZ aпров
S

 21
2
111 2
222222  
    

 rl
r
Ij
I
rl
r
Ij
I
aa 


22
2
2
2
2 4
21
2
12
2
1
2
1  
r
jla


2
1
2
 . 
Вектор Sd  здесь направлен вглубь проводника. Здесь мы 
использовали формулу полной мощности энергии, поступающей 
внутрь проводника вместе с плоской волной 
пр
S
SПdSПS
пр
  . 
Из полученной формулы для Z  следует:  
r
lxR a 

22
 . 
Сопротивления проводника при постоянном токе равны 
20 r
lR   – активное, 


800
lLx a  – индуктивное. 
Сравним сопротивления для постоянного тока и переменного тока: 
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1222
2
14
8
22
00



rrrl
r
l
L
L
x
x
aaa
a






 , так как r2 ; 
1
2220

rr
R
R a , так как  2r . 
Здесь   – эквивалентная глубина проникновения плоской волны. 
Таким образом для переменного тока активное сопротивление 
увеличивается  0RR  , внутренняя индуктивность уменьшается 
 0LL  . 
Часто в расчетах считают, что неравномерно распределенный 
ток в проводнике может быть заменен током, равномерно 
распределенном по трубчатому проводнику такого же внешнего 
радиуса, рисунок 6.10, причем толщина стенки такой трубы 
называется эквивалентной глубиной проникновения тока и 
выбирается таким образом, чтобы сопротивление переменному 
току не изменилось  эквRR  . 
 
Рисунок 6.10 
Сопротивление трубчатого проводника 
вrSRэкв   2
 . 
Приравниваем сопротивления 
вrrR
a
 

222
 . 
Отсюда толщина стенки трубчатого проводника,[ м] 
кв a
12    . 
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Здесь в – эквивалентная глубина проникновения тока, равная 
эквивалентной глубине проникновения поля  . 
 
6.7.2. Распределение магнитного поля в поперечном сечении 
стального листа. 
Во многих электротехнических устройствах синусоидальный 
поток создается в магнитопроводе, состоящем из тонких листов 
стали. Магнитный поток наводит в сечении этих листов ЭДС 
dtdФe  , а значит и электрическое поле, которое создает вихревые 
токи, рисунок 6.11.  
 
Рисунок 6.11 
Распределение магнитного потока и вихревых токов в сечении 
листа неравномерно. Так как толщина листа 2d значительно 
меньше высоты h и длины   листа, то замыкающими силовые 
линии поля и вихревых токов участками в верхней и нижней частях 
листа можно пренебречь. Тогда допустимо считать, что в стальной 
лист входит плоская электромагнитная волна с обеих сторон (слева 
и справа на рисунке 6.11). 
Используем первое и второе уравнения Максвелла 
EHrot  )1 , 
tHErot a  )2 . 
Запишем эти уравнения в комплексной форме 
EHrot  )1 , 
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HjErot a)2 . 
Для плоской волны yHH  , xEE  . Подставим в уравнения 
Максвелла, получим уравнения плоской волны в комплексной 
форме 
E
dz
Hd )1 , 
Hj
dz
Ed
a)2 . 
Продифференцируем первое по z и поставим в него второе: 
Hj
dz
Hd
a2
2
. 
Решением являются две показательные функции  
  ГzГz eCeCzH 21   , 
где   jkkjjГ aa  12
 . 
Находим постоянные С1 и С2 из граничных условий. 
1. Условие симметрии магнитного поля, рисунок 6.11: 
   zHzH  . 
Отсюда следует 21 CC  . Обозначим 21 CCC  . 
Тогда  
    zГсhCeeCzH IzГzГ 2  . 
2. Условие в точке 0z : 
CНН 2)0( 0  . 
Тогда  
  zГchHzH 0 . 
Индукция магнитного поля 
    zГchBzГchHzHzB аа 00   . 
Напряженность электрического поля и плотность вихревых 
токов 
    zГshГBzГshГH
dz
HdzEz
a
0
0 

. 
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Качественно закон изменения величин EH ,,  по толщине листа d, 
показан на рисунке 6.12. 
 
Рисунок 6.12 
Посчитаем точно зависимость величины  zB : 
    zГchBzBzB 0 , jккГ  . 
Относительная величина индукции: 
           zjккchzjккchzjккchzГch
B
zB
0
 
2
2cos2 кzкzch  . 
Примечание. Здесь использованы следующие соотношения: 
         shjkshкchjкchкshjkshкchjкchкjккchjккch  
        ккchккchкshккchк 222222 cos11cossincos  
2
2cos21
2
12cos
2
121cos22 ккchккchккch  . 
Зависимость               кzf
B
zВ 2
0
  
представлена на рисунке 6.13. 
 
Рисунок 6.13 
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Берем лист толщиной 0,5 мм.: 5,022  Zd  мм; 403 10410  a  
Гн/м. Для стали 710  См/м. Рассмотрим два случая: 
1) 50f  Гц  
7,02242105,0
2
10104502105,0
2
222 3
74
3  
 addккz
. 
Поверхностный эффект не выражен; из графика, рисунок 6.13, при 
7,02 кd    1
0

B
dB  –  поверхностный эффект практически не 
проявляется; 
2) 2000f  Гц, 4,42 кd ; из графика   5,4
0

B
dB . 
Величина индукции на поверхности листа примерно в 4,5 раза 
больше, чем в середине листа. Поверхностный эффект хорошо 
выражен. Нужен лист меньшей толщины. 
Получим формулы для определения удельных потерь на 
вихревые токи. 
Мощность потерь на вихревые токи в стальном листе, 
отнесенную к единице объема получим, умножая закон Ома в 
дифференциальной форме E   на напряженность электрического 
поля E . 
Это следует из формулы силы Лоренца   BvEQF   [или из 
определения 
Q
FE
Q 0
lim , отсюда EQF  ]. При перемещении заряда Q 
на расстояние vdtd   совершается работа dtvEQdFdA   , тогда 
мощность vEQ
dt
dAP  . Если заряд распределен в объеме V с 
плотностью  , то dVdQ  , dVEdVvEdP   , так как v  . 
Мощность в единице объема Е
dV
dPPуд   . 
Учтем закон Ома E   и, что векторы   и E  сонаправлены: 


2
2  EEЕPуд . 
150 
В комплексной форме 


2
2
**  EEEEPуд . 
Единица измерения 
32 м
Вт
м
В
м
AEPуд   . 
Так как     zГshjккBz
a
 
0 , то величина плотности тока  
  zГhsкBz
a
20  . 
Поскольку  
     
2
2cos2 кzкzchzjккshzjккshzjккhsГzhs  , 
то 
 кzкzchBкzкzchBP
a
a
a
уд 2cos222
2cos2
2
2
2
0
2
2
0
2
 


 . 
Толщина листа dz 22  . Интегрируя по объему )( dzhdV  , получим 
мощность потерь в стальном листе: 
   кdкdshк
hB
к
dкdкshBhdzPhP
a
d
d a
уд 2sin222
2sin22
2
2
0
2
0  
 


  . 
Здесь 0B  – действующее значение )(tB  в середине листа. 
 
 
6.7.3. Электромагнитное поле и сопротивление прямоугольной 
шины с учетом поверхностного эффекта. 
В проводнике прямоугольного сечения протекает 
синусоидальный ток с действующим значением I, рисунок 6.14. 
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Рисунок 6.14 
Полагая, что hd 2  и пренебрегая искривлением линий 
магнитного поля у верхнего и нижнего краев шины, из закона 
полного тока для периметра сечения шины найдем напряженность 
магнитного поля. С учетом допущения hd 2  можно считать на 
высоте h  напряженность поля постоянной и вынести за знак 
интеграла. Тогда 
IdHdH
l
h   
0
2 ; 
h
IH
2
 .      (6.11) 
Распределение электромагнитного поля в шине, с учетом выше 
сказанного, рассмотрим как проникновение плоской 
электромагнитной волны в шину (с двух сторон). 
Первое и второе уравнение Максвелла в комплексной форме 
EHrot    
HjErot a . 
Для плоской волны  xy EEHH  ,  уравнения имеют вид: 
E
dz
Hd  ; Hj
dz
Ed
a .    (6.12) 
Дифференцируя первое уравнение по z и подставляя второе, 
получим дифференциальное уравнение второго порядка               
Hj
dz
Hd
a2
2
,   
решение которого известно: 
zГzГ ececH 21   , 
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где   jккjejГ ajaa  12
045  . 
Из нечетности функции    zHzH   следует:  
ГzГzГzГz ecececec   2121  
или                              
                                       ГzГzГzГz eeceec   21 . 
Тогда 21 cc   и напряженность равна   zГhsceecH zГГz 22 2  . 
Подставляя сюда dz   и Н из (6.11), находим постоянную 
интегрирования 
dГhsh
Ic
42
 . 
Следовательно, напряженность магнитного поля, с учетом 
встречного направления по оси у, рисунок 6.14, будет равна     
                                               
dГsh
zГsh
h
IH 
2
                                    (6.13) 
Из первого уравнения плоской волны (6.12) найдем 
напряженность Е электрического поля 
dГsh
zГchГ
h
I
dz
HdE   2
1 .    (6.14) 
Плотность тока 
Е  . 
Представим графически (качественно) зависимости  zH ,  zE ,  z , 
рисунок 6.15. 
 
Рисунок 6.15 
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Комплекс сопротивления шины длиной   найдем из формулы 
мощности  
22 I
S
I
jQPjxRz  . 
Комплекс полной мощности определяем через вектор 
Пойнтинга 
 hHEdyHЕdSHESdHЕSdПS h
hSSS
22
**2
2
** 

  

. 
Здесь мы учли перпендикулярность векторов E  и H  и 
сонаправленность векторов П  и Sd  (направлен внутрь 
проводника). 
В формулы (6.13), (6.14) подставляем dz  , тогда 
h
IH
2
 ; 
dГsh
dГchГ
h
IE  2 ; dГth
Г
h
IhЕHhS 1
4
22 2
2
  . 
Сопротивление шины 
dГthh
ГjxR
I
SZ 22
  . 
 
6.7.4. Электромагнитное поле и ток прямоугольного проводника, 
находящегося в пазу электрической машины. 
В прямоугольном проводнике, находящегося в пазу 
электрической машины протекает синусоидальный ток I , рисунок 
6.16. Магнитная проницаемость провода 0  (медь, алюминий). 
Магнитная проницаемость стального магнитопровода очень 
большая по сравнению с медью (теоретически стремиться к 
бесконечности). При этом допущении индукция магнитного поля 
будет в магнитопроводе конечной, а напряженность  стремиться к 
нулю 0 CTBH  . 
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Рисунок 6.16 
 Силовые линии магнитного поля будут перпендикулярны на 
границе со сталью. Исходя из этого считаем, что в проводнике 
вектор H  направлен по оси у, вектор E  – по оси х. Тогда вектор 
Пойнтинга направлен по оси z. Следовательно, электромагнитная 
волна проникает в прямоугольный проводник из воздушного зазора 
электрической машины через поверхность aв cd  и по мере 
проникновения вглубь паза затухает по амплитуде.  
Из закона полного тока для контура, совпадающего с 
периметром поперечного сечения паза (проводника), найдем 
напряженность на отрезке «ad » 
IвHdHdH d
al
   . 
Отсюда  
в
IH  . 
Здесь учтено, что тангенциальная составляющая 
напряженности отлична от нуля только на участке «ad ». На дне 
паза, как и в стали 0H  (граничное условие для H ), на боковых 
сторонах паза силовые линии перпендикулярны d . 
Общий вид решения для плоской электромагнитной волны 
возьмем из предыдущей задачи 
  zГzГ ececzH 21   . 
Используем граничные условия: 
для 0z    в
IccH  210 ; 
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для hz     021   hГhГ ecechH . 
Отсюда находим постоянные интегрирования 
hГвsh
eIc
hГ
21
 ; 
hГвsh
eIc
hГ
22

 . 
Тогда 
 
hГsh
zhГsh
в
IН  . 
Из первого уравнения Максвелла для плоской волны (6.12) 
находим 
 
hГsh
zhГch
в
IГ
dz
Hd
E y  
1 . 
Плотность тока    zEz   . 
Зная распределение поля в пазу, можем определить 
индуктивность пазового рассеивания.  
Магнитный поток элементарной трубки в пазу 
  dzzHdzBSdBdФ   0 . 
В формуле  zH  функция sh  от комплексного аргумента может 
быть вычислена при наличии конкретных числовых данных. 
Поэтому в электрических машинах часто считают, что ток 
распределен по высоте паза (координата z) прямо пропорционально 
в зависимости от координаты )( zh  , то есть равномерно по 
сечению (при этом const ). Например, для силовой линии H  
имеем 
 zh
h
IвHdH  

. 
Тогда  
  dzzh
hв
IdФ  
0 . 
Потокосцепление трубки dФ  равно (с учетом дробного числа 
витков 
h
zh  ) 
    dz
hв
zhI
h
zhdФd 2
2
0 
  . 
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Потокосцепление пазового рассеивания будет равно 
    в
hIhz
hв
Idzzh
hв
Id h
h
33
0
0
3
2
0
0
2
2
0     . 
Индуктивность пазового рассеивания 
в
h
I
LS 3
0 . 
Индуктивное сопротивление рассеивания 
в
hLX SS 3
0  .  
 
Контрольные вопросы 
1. Запишите по памяти уравнения Максвелла и коротко 
охарактеризуйте каждое из них. 
2. Каков смысл теоремы Умова – Пойнтинга. Вектор Пойнтинга. 
Укажите направление потока энергии между проводами и на 
поверхности проводов в двухпроводной линии. 
3. Какая волна называется плоской. Дать определение понятиям: 
коэффициенты распространения, затухания и фазы. Привести 
формулы для вакуума. 
4. Волновое сопротивление и скорость распространения волн в 
диэлектрической и в проводящей средах. Сравните и сделайте 
выводы. 
5. Коэффициент затухания и длина волны для диэлектрической и 
проводящей среды.Приведите формулы и охарактеризуйте в 
сравнении. 
6. Поверхностный эффект и его свойства (полезные и 
негативные). 
7. Эквивалентная глубина проникновения.Физический смысл и 
формула. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ. СВЕРХПРОВОДИМОСТЬ  
                                                                       
Явление сверхпроводимости было открыто Камерлинг-Оннесом       
в      1911г. в лаборатории Лейденского университета (Голландия). 
Оказалось, что при температуре, близкой к 4 0К, электрическое 
сопротивление ртути скачком обращается в  ноль. 
Сверхпроводимостью обладают и некоторые другие металлы: 
олово, свинец, индий, алюминий, ниобий и др. Сверхпроводящими 
оказались и многие сплавы, например, сплав ниобия с оловом, 
обладающий достаточно высокой критической температурой18,10К. 
В табл. П.1, взятой из работы [11], приведены приближенные 
значения критической температуры Tк и критического поля Нк0 для 
чистых веществ-сверхпроводников.             
       Таблица П.1 
Элемент  Тк, 
оК 
Нко, 
Э 
Элемент  Тк, 
оК
Нко, 
Э 
Алюминий 
Ванадий 
Вольфрам 
Галлий 
Индий 
Иридий 
Кадмий 
Лантан-α 
Лантан-β 
Молибден 
Ниобий 
Осмий 
Олово-α 
Олово- β 
1,19
5,3 
0,012
1,09
3,40
0.14
0,55
4,8 
5,9 
0,92
9,2 
0,65
3,72
5,3 
99 
1370
1070
51 
293
20 
30 
- 
1600
- 
1944
65 
309
- 
Протактиний
Ртуть-α 
Ртуть-β 
Рений 
Рутений 
Свинец 
Тантал 
Технеций 
Торий  
Титан 
Таллий  
Уран 
Цинк 
Цирконий  
1,3
4,15
3,95
1,7
0,5
7,2
4,39
7,8
1,37
0,39
2,39
0,2
0,9
0,55
- 
411 
340 
198 
66 
803 
830 
1410 
162 
100 
171 
- 
53 
47 
Примечание: 1Э соответствует индукции 10-4 Тл. 
Магнитное поле не проникает в сверхпроводник. Однако с 
увеличением магнитного поля сверхпроводимость разрушается 
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(напряженность критического поля обозначается Нк). 
 Критическое поле зависит от температуры и при температуре, 
равной критической Тк, обращается в нуль (рис. П1). Эта 
зависимость описывается формулой: 
  







2
1
k
kok T
THTH . 
Т
Тк0
Нк
Нко
с.п. 
фаза
Нормальная 
фаза 
 
Рисунок П1 
Исчезновение сопротивления является не единственной 
особенностью сверхпроводников.  
Примерно 20 лет после открытия явления сверхпроводимости 
(1911 г. Комерлинг-Оннес) считалось, что сверхпроводник – это 
металл с нулевым сопротивлением  = 0 (идеальный проводник). В 
1933 г. Мейснер и Оксенфельд установили, что магнитное поле не 
проникает в толщу сверхпроводника всегда, независимо от того, 
когда материал переводится в сверхпроводящее состояние 
(охлаждается до T  Tк) – до внесения в магнитное поле или после. 
В первом случае и идеальный проводник, и сверхпроводник будут 
вести себя одинаково: на поверхности возникает индуцированный 
ток, создающий магнитный поток, направленный встречно и 
равный внешнему полю в соответствии с правилом Ленца, и 
магнитное поле в образец не проникает. Во втором случае 
магнитное поле в идеальный проводник проникло до его 
охлаждения, и оно останется в нем после охлаждения до 
температуры, ниже критической. При охлаждении сверхпроводника 
до температуры Т < Tк магнитный поток выталкивается из него 
(эффект Мейснера). В сверхпроводнике при Т < Tк всегда В = 0, что 
соответствует нулевой магнитной проницаемости (идеальный 
диамагнетик). Сверхпроводящий ток (и поле) сосредоточен в малом 
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поверхностном слое сверхпроводника, порядка нескольких сот 
ангстрем (1А=10-10м), что соответствует нескольким сотням 
межатомных расстояний (напомним, что период кристаллической 
решетки примерно 10-10м). 
Внешнее магнитное поле, вызывающее сверхпроводящий ток, 
никакой работы над заряженными частицами не совершает. 
Электрическое поле, которое в обычных металлах совершает работу 
и тем самым может поддерживать постоянство электрического тока, 
в данном случае отсутствует. Эффект Мейснера и отсутствие 
сопротивления тесно связаны между собой. 
Если кольцо из сверхпроводящего материала поместить в 
магнитное поле и затем перевести его в сверхпроводящее 
состояние, то есть понизить температуру до Т < Tк, после чего 
выключить источник магнитного поля, то в кольце, в соответствии 
с законом электромагнитной индукции Фарадея, индуктируется 
ток, который уже не затухает. Этот ток будет препятствовать 
уменьшению магнитного потока, сцепленного с кольцом, а затем 
будет поддерживать магнитный поток на прежнем уровне. Другими 
словами, в сверхпроводящем кольце оказался «замороженным» 
магнитный поток, а по кольцу протекает незатухающий 
сверхпроводящий ток (эффект Оннеса). Для наглядности приведем 
здесь рис. П2, взятый из работы [12]. 
 
а                 б                    в 
Рисунок П2 
На рис. П2,а кольцо находится в нормальном состоянии, и 
магнитное поле проходит и сквозь тело кольца. На рис. П2,б кольцо 
охлаждено до сверхпроводящего состояния и магнитное поле 
вытолкнуто из тела сверхпроводника в соответствии с эффектом 
Мейснера. На рис. П2,в убрали источник магнитного поля, но часть 
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потока, сцепленная с кольцом на рис. П2,б, превратилась теперь в 
собственный поток сверхпроводящего кольца, по поверхности 
которого протекает теперь сверхпроводящий ток, создающий этот 
поток. Кольцо на рис. П2 имеет прямоугольное поперечное сечение 
только для наглядности, оно может быть круглого сечения, 
квадратного и др. 
 Такой ток может существовать в кольце годами, практически не 
затухая. При этом «замороженный» в кольце магнитный поток не 
может принимать произвольные значения. Экспериментально 
установлено, что магнитный поток в полом сверхпроводящем 
цилиндре может принимать только значения, кратные величине Ф0 
= h/2e = 2,07.10-15 Вб (квант магнитного потока) [11, 13], где h – 
постоянная Планка, e – заряд электрона. В этом случае 
наблюдаются квантовые эффекты на макроскопическом уровне. 
Возвращаясь к рассмотрению сверхпроводящего кольца с 
незатухающим током, отметим, что ток в кольце (как и связанный с 
ним поток) может изменяться только квантовым образом. Для всего 
электронного коллектива, движущегося в кольце, возникает 
гигантская боровская орбита. Хотя движение электронов по кольцу 
является движением с ускорением, излучения электромагнитной 
энергии не наблюдается по той же причине, что и в случае 
электрона, движущегося вокруг атомного ядра по разрешенной 
постулатами Бора орбите. Но с помощью сверхпроводящего кольца 
мы наблюдаем гигантский квантовый эффект, кванты 
макроскопических величин – тока и потока. Если использовать 
боровское условие квантования момента количества движения 
(импульса p = mv) mvr N   применительно к электронам, 
движущимся в кольце, то под r следует понимать радиус кольца, в 
котором циркулирует сверхпроводящий ток (m – масса, v – 
скорость, N – целое число,  2/h ). Это условие равнозначно 
тому, что на разрешенной боровской орбите (на окружности 
сверхпроводящего кольца в данном случае) должно умещаться 
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целое число волн Де Бройля 2 Dr N Nh / mv     (длина волны Де 
Бройля D h / mv  ). Энергия n электронов, движущихся по кольцу 
со скоростью v, равна 2 2 2W nmv / npv /  . Энергия тока I в 
кольце, создающего поток LIФ  , где L – индуктивность кольца, 
равна 2/2/2 ФILIW  . Сила тока, создаваемого в кольце n 
электронами, движущимися со скоростью v, равна 2I nve / r  , 
тогда энергия 4W Фnve / r  . Из сравнения двух формул энергии 
получаем импульс: 2p mv Фe / r   . Подставляя в условие 
квантования, определяем поток 0/ NФeNhФ  , где Ф0 – 
Лондоновский квант магнитного потока, предсказанный Ф. 
Лондоном в 1950 г. Однако он не учел, что заряженные частицы 
(куперовские пары) имеют заряд 2e. Тогда квант потока равен: 
ehФ 2/0  . 
К особенностям явления сверхпроводимости относятся также 
стационарный и нестационарный эффекты Джозефсона. Первый из 
них состоит в возможности протекания постоянного тока через 
туннельный контакт, образованный двумя сверхпроводниками, 
разделенными тонким слоем (10-9 м) диэлектрика. Если ток 
достаточно слабый, то он протекает через изолирующий 
диэлектрик без падения напряжения (то есть. сопротивление равно 
нулю). Если приложить к туннельному контакту постоянное 
напряжение, то через него потечет переменный сверхпроводящий 
ток. Этот переменный ток (также как и ток колебательного 
контура) будет изучать электромагнитные волны, и это излучение 
подтверждено экспериментально. Угловая частота такого 
излучения определяется из квантово-механического равенства [11, 
13] 
,2
2
eUh 

 
где U – напряжение на туннельном переходе. 
 Эффект Джозефсона позволяет создавать переменный ток с 
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помощью постоянной разности потенциалов. 
 Механизм действия явления сверхпроводимости был понят не 
сразу. Оказалось, что наилучшие проводники (медь, серебро и др.) 
не переходят в сверхпроводящее состояние; наоборот, плохие 
проводники и многие сплавы обладают этой способностью. 
Решающую роль в понимании явления сверхпроводимости 
сыграло открытие в 1950 г. изотопического эффекта. Оказалось, что 
критическая температура сверхпроводящего перехода Тк зависит от 
атомной массы изотопа, которая является характеристикой решетки 
кристалла и может влиять на ее свойства (частота решеточных 
колебаний обратно пропорциональна корню квадратному от массы 
ионов).  
Возбужденное состояние кристаллической решетки (причина – 
движущийся в кристалле электрон) описывается с помощью 
звуковых квантов (квазичастиц) – фононов. Следовательно, 
сверхпроводимость обусловлена взаимодействием электронов с 
решеткой кристаллов (электрон-фононное взаимодействие). В 1956 
г. Л. Купер рассмотрел задачу о двух дополнительных электронах, 
добавленных к полному набору электронов, характеризующему 
металл при Т = 0 К (все электронные уровни заполнены вплоть до 
максимальной энергии (энергии Ферми ЕF)). Он доказал, что при 
некоторых условиях (равные и противоположные импульсы и 
спины) эти электроны могут образовать связанное состояние даже 
при сколь угодно слабом притяжении между ними (куперовские 
пары). Притяжение между двумя отрицательно заряженными 
электронами можно трактовать следующим образом. При 
взаимодействии одного из электронов с колеблющейся 
кристаллической решеткой, последняя экранирует его 
отрицательный заряд положительными зарядами своих ионов, в 
результате чего он как бы становится положительно заряженным и 
может притягивать к себе другой электрон. Электроны, 
образующие куперовскую пару, должны иметь противоположно 
направленные спины (при которых притяжение будет сильнее). Как 
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показал Купер, своего партнера по паре электрон выбирает не из 
числа ближайших соседей, а среди более отдаленных электронов. 
Куперовская пара имеет размеры 2×(10-4÷10-3)см, что значительно 
превышает среднее расстояние между атомами в кристаллической 
решетке (10-8÷10-7)см. Своего рода «дальнодействие» 
взаимодействия электронов в паре. Все электроны, участвующие в 
образовании куперовских пар, связаны между собой. Причем 
другие электроны (ниже уровня Ферми) не только не участвуют в 
образовании куперовских пар, но и «не мешают» этому процессу. В 
результате энергия отрыва электрона от куперовской пары во много 
раз больше энергии связи одной пары, поскольку перевод 
электрона с каким-то конкретным значением импульса Рi из 
связанного состояния в одноэлектронное удаляет из системы 
куперовских пар не одну, а много большее число пар, которые 
могли бы образоваться с участием этого импульса. Отсюда и 
следует наличие энергетической щели, препятствующей 
разрушению состояния сверхпроводимости. С микроскопической 
точки зрения при Т < Тк в системе, обладающей свойством 
сверхпроводимости, образуется макроскопически большое число 
сильно связанных между собой куперовских пар электронов, 
имеющих равные и противоположно направленные импульсы, 
суммарный спин J = 0 и суммарный заряд 2е, то есть 
представляющих собой своеобразные заряженные частицы Бозе-
Эйнштейна (подчиняются статистике Бозе-Эйнштейна), которые 
должны проявлять свойство бозеконденсации и сверхтекучести 
[14]. А сверхтекучесть заряженной «жидкости» и есть 
сверхпроводимость. Такое понимание процесса сверхпроводимости 
было достигнуто к 1957 г., когда вышла работа Бардина, Купера, 
Шриффера с изложением микроскопической теории 
сверхпроводимости (теории БКШ). Еще раньше была предложена 
теория Лондонов, объясняющая явление сверхпроводимости на 
феноменологическом уровне (1935 г.). 
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П.1. Теория Лондонов 
 
Это была первая теория, успешно описавшая электродинамику 
сверхпроводников. Это была феноменологическая теория, то есть в 
дополнение к уравнениям Максвелла были предложены уравнения 
электромагнитного поля в сверхпроводнике, из которых следовали 
его основные свойства: абсолютный диамагнетизм, отсутствие 
сопротивления постоянному току. В чем состоит 
микроскопический механизм сверхпроводимости на электронном 
уровне, не объяснялось. Это была макроскопическая теория, не 
учитывающая квантовые эффекты сверхпроводимости. Она была 
разработана в 1935 г. Ф. Лондоном и Г. Лондоном, еще до 
формирования понятия куперовских пар. 
Согласно теории Лондонов электроны в сверхпроводнике можно 
рассматривать как совокупность двух электронных коллективов: 
сверхпроводящих и нормальных электронов. Плотность 
сверхпроводящих электронов nS должна уменьшаться с 
повышением температуры и обращаться в нуль при Т=Тк. При Т=0 
величина nS должна равняться плотности всех свободных 
электронов металла. Это формулировка так называемой 
двухжидкостной модели сверхпроводимости. В стационарных 
условиях, когда электрического поля нет, нормальные электроны 
покоятся. В переменном электрическом поле есть и ток 
сверхпроводящих электронов и ток нормальной компоненты. При 
этом нормальный ток подчиняется обычному закону Ома.  
Предложенные Лондонами уравнения дали описание поведения 
сверхпроводящей компоненты электронной жидкости в постоянном 
и переменном электромагнитном поле. С их помощью удалось 
описать многие аспекты поведения сверхпроводников, в частности 
эффект Мейснера. 
Получим эти уравнения [15] в системе единиц СИ. 
Предположим, что внутри сверхпроводника возникло 
электрическое поле E . Сверхпроводящие электроны будут 
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ускоряться (не передавая своего импульса р кристаллической 
решетке) согласно уравнению движения (второй закон Ньютона): 
dvm eE
dt
    или     Eedt
pd  .                   (П.1) 
Плотность тока nS сверхпроводящих электронов, движущихся со 
скоростью v, равна: 
s s
pJ n ev n e
m
  . 
Подставляя в (П.1), получим: 
E
m
ne
t
J s2

. 
Взяв ротор от обеих частей этого равенства, и используя закон 
электромагнитной индукции Фарадея 





t
BErot , находим:  
0
2



 
 B
m
neJrot
t
s
. 
Отсюда следует, что в любой среде, которая проводит 
электрический ток без диссипации, выражение в скобках не зависит 
от времени. А поскольку в начальный момент времени, т.е. до 
возбуждения тока в сверхпроводнике J = 0, B = 0, то в любой 
момент времени, должно быть (уравнение Лондонов) 
.    Bm
enJrot s
2
                  (П.2) 
Так как ArotB  , где A  – векторный потенциал, то из (П.2) 
следует, что   
                                           0
2



  A
m
neJrot s  
Одним из решений этого уравнения является равенство: 
A
m
enJ s
2
 .                      (П.3) 
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Эта формула связывает сверхпроводящий ток с векторным 
потенциалом электромагнитного поля. Из первого уравнения 
Максвелла 
JHrot   или JBrot 0  
следует (с учетом равенства ArotB   и калибровки 0Adiv ): 
JAAgraddiv
AgraddivAdivgradArotrotBrot
0
2 

      (П.4) 
Подставим (П.3) в (П.4) и получим 
AA
m
enA s 2
2
0
2  ,            (П.5) 
где 2
0en
m
s
  – лондоновская глубина проникновения поля.  
Взяв ротор от обеих частей равенства (П.5), получим уравнение 
BB 22  . 
Если граница сверхпроводника плоская, то это уравнение 
принимает вид: 
B
dZ
Bd 2
2
2  , 
решение которого   
Z
eBZB 0 , где B0 = B(0), ось Z направлена 
вглубь сверхпроводника. 
Распределение тока в пространстве найдем из первого 
уравнения Максвелла: 
BrotJ
0
1
 ; 


Z
eBJ
0
0 . 
Следовательно, магнитное поле и электрический ток 
распределены в приповерхностном слое сверхпроводника, толщина 
которого 2
0 en
m
s
 . 
Приведем здесь таблицу значений лондоновской глубины 
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проникновения (при Т = 0 К) для некоторых сверхпроводников, 
взятую из работы [13]. 
Таблица П.2 
Элемент Al Cd Hg In Nb Pb Sn Tl 
(0), 
НМ 
50 130 38-45 64 47 39 51 92 
 
Ввиду малости этой величины, токи в сверхпроводниках, 
размеры которых гораздо больше, чем глубина проникновения 0, 
можно считать поверхностными. Именно они ответственны за 
эффект Мейснера −  Оксенфельда. Создаваемое ими поле в области 
сверхпроводника равно и противоположно внешнему магнитному 
полю (вызвавшему эти токи). Однако теория Лондонов, как 
локальная теория, применима при условии Н<<Нк, то есть вдали от 
критического поля [14]. 
 
П.2. Теория Гинзбурга-Ландау 
 
В 1950 г. Гинзбург и Ландау опубликовали работу по теории 
сверхпроводимости, в которой использовался подход на основе 
общей теории фазовых переходов второго рода, предложенной 
Ландау в 1937 году. Ландау ввел важную переменную, так 
называемый «параметр порядка», который имеет конечную 
величину ниже температуры фазового перехода и равен нулю при 
более высоких температурах [14, 16].  
 Различные фазовые переходы описываются разными 
параметрами порядка. В качестве параметра порядка 
сверхпроводящего перехода Гинзбург и Ландау выбрали волновую 
функцию (квантовомеханически описывающую поведение 
сверхпроводящих электронов). В силу этого теория Гинзбурга − 
Ландау (ЛГ), в отличие от чисто классической теории Лондонов, 
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учитывала квантовые эффекты явления сверхпроводимости 
(которое суть квантовомеханическое явление само по себе).  
Теория Лондонов правильно объясняла эффект Мейснера, но 
была неприменима в “сильных” магнитных полях, сравнимых с 
критическим полем Нк (т.е. применима лишь при условии Н<<Нк) 
[14]. Параметр порядка Ψ — функция (она же макроскопическая 
или эффективная волновая функция), квадрат модуля которой |Ψ|2 
пропорционален плотности сверхпроводящих электронов, 
подчиняется дифференциальному уравнению [13, 14] 
 )(2
4
1 22 TA
c
e
im


  , 
напоминающему уравнение Шредингера, но содержащему 
дополнительный член с |ψ|2. Решение имеет вид экспоненциальной 
функции  ie0 , где φ — фаза волновой функции; α и β — 
коэффициенты разложения свободной энергии по степеням 
параметра порядка, характеризующие материал. Плотность тока в 
сверхпроводнике равна:  
  A
mc
e
m
eiJ s
2
2
** 2
2
   . 
Если здесь положить Ψ = Ψ͚= const, то получим A
mc
eJ s  2
22
, что 
эквивалентно уравнению Лондонов (П.3). 
В полях, сравнимых с критическим полем, функция Ψ уже не 
постоянна, в силу чего теория Лондонов неприменима, отсюда и 
ограничение ее действия пределом Н<<Нк [14]. В то же время 
вдали от температуры Tk теория ГЛ в количественном отношении, 
вообще говоря, неприменима. 
Новая теория расширяла область соответствия с 
экспериментом на сильные  поля и по существу являлась 
существенным продвижениям от феноменологичекой аналогии 
сверхпроводимости со сверхтекучестью электронной жидкости к 
микроскопической теории сверхпроводимости. В то же время 
теория ГЛ оказалась применимой в основном вблизи критической 
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температуры сверхпроводника, т.е. в области Tk – T << Tk, однако в 
случае «грязных» сверхпроводников (сплавы) эта теория 
справедлива в весьма широких температурных пределах [13]. 
Абрикосов А.А.применил теорию ГЛ к изучению сверхпроводящих 
сплавов и на этой основе разработал теорию сверхпроводников 
второго рода. Оказалось, что в зависимости от поверхностной 
энергии границы сверхпроводящая - нормальная фаза σns 
сверхпроводники можно разбить на две большие группы. 
Сверхпроводники первого рода имеют σns> 0 (чистые металлы-
сверхпроводники, кроме ниобия), сверхпроводники второго рода 
(сверхпроводящие сплавы и химические соединения) имеют σns<0. 
В сверхпроводниках второго рода эффект Мейснера отсутствует 
(он существует до первого критического поля Нк1) и магнитное 
поле проникает внутрь сверхпроводника в виде квантовых 
вихревых нитей. 
 В дальнейшем, в работах Горькова (1958 г.), было доказано, 
что вблизи критической температуры Tk теория БКШ эквивалентна 
теории ГЛ.   
Теория ГЛ была важным этапом в развитии теории 
сверхпроводимости. В частности, с помощью теории ГЛ удалось 
получить две новые закономерности: зависимость глубины 
проникновения поля   от величины внешнего магнитного поля (в 
объемном образце) и от толщины образца (в случае тонких пленок). 
 
П.3. Теория БКШ 
  
Понимание явления сверхпроводимости на микроскопическом 
уровне стало возможным с появлением в 1957 г. теории БКШ 
(Бардин, Купер, Шриффер). Первый шаг в этом направлении был 
сделан Купером, обосновавшим спаривание электронов при 
наличии даже очень слабого притяжения между электронами, 
возникающего в результате электрон-фононного взаимодействия. 
Куперовские пары обладают нулевым суммарным спином и, 
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следовательно, являются бозе-частицами, способными при 
некоторой температуре TK к бозе-конденсации. Все частицы, 
находящиеся в таком конденсате, описывают одной 
квантовомеханической волновой функцией, зависящей от одной 
пространственной переменной. Течение такого конденсата является 
сверхтекучим, бездиссипативным (без затрат энергии). А это 
значит, что конденсат куперовских пар (при T < Tk), обладая 
свойством сверхтекучести, без сопротивления переносит в 
сверхпроводнике заряды (2е − каждая пара), то есть создает 
сверхпроводящий ток.  
В теории БКШ используется, как основа, закон 
взаимодействия электронов через фононы. Причем притягиваются 
только электроны, лежащие в узком сферическом слое около 
поверхности Ферми, толщина которого 2Δ. Важнейшим понятием 
теории БКШ является энергетическая щель, отделяющая 
энергетический уровень основного состояния сверхпроводника от 
уровня возможных элементарных возбуждений. При разрыве 
куперовской пары оба электрона должны подняться на уровень 
спектра элементарных возбуждений, и поэтому должна быть 
затрачена энергия, большая чем 2Δ.  
В нормальном металле заполнены все уровни энергии вплоть 
до максимальной − ЕF (энергия Ферми), в сверхпроводящем – до       
( ЕF – Δ). 
Энергетическая щель Δ уменьшается с повышением 
температуры. Чем больше температура Т, тем больше будет 
разорванных пар, тем больше элементарных возбуждений 
(нормальных электронов) и тем меньше будет энергетическая щель 
Δ (при T = 0 oK она обозначается Δ0 > Δ). При температуре T= TK 
щель равна нулю Δ = 0. Важным результатом теории БКШ является 
получение связи энергетической щели с критической температурой: 
52,32 0 
KBTK
, 
где BK  − постоянная Больцмана. 
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Наличие энергетической щели, когерентное поведение всего 
коллектива электронов приводит к тому, что слабое магнитное поле 
не может сколько-нибудь существенно изменить волновую 
функцию сверхпроводящих электронов. Отсюда следует 
существование эффекта Мейснера. Существуют строгие расчеты, 
из которых следует, что существование энергетической щели 
является достаточным условием для эффекта Мейснера. 
Второй конкретный результат теории БКШ, имеющий 
предсказательное значение,  относится к выражению для 
критической температуры TK: 
эфeTK

1 , 
где в случае электрон-фононного взаимодействия    D (дебаевская 
температура металла), а константа связи λэф считается малой 
(λэф<<1) [14]. И поскольку для большинства металлов  D < 500K, а 
3
1эф , KeTK 25500 3   , то теория БКШ достаточно убедительно 
«оправдывает» известные из эксперимента значения TK. Заметим 
здесь, что KВ D – это область энергий вблизи энергии Ферми ЕF = 
KВ F, то есть область энергий, где имеет место притяжение между 
электронами, обуславливающее их спаривание. Для многих 
сверхпроводников первого рода теории БКШ оказалась в полном 
согласии с опытом.  
В заключении этого параграфа приведем пояснения 
относительно взаимосвязи основных параметров, используемых в 
разных теориях сверхпроводимости. Энергетическая щель теории 
БКШ представляет собой параметр порядка в сверхпроводнике и 
поэтому при Т→TK она должна быть пропорциональна параметру 
порядка Ψ – теории ГЛ, то есть энергетическая щель, параметр 
порядка ГЛ, макроскопическая (или эффективная) волновая 
функция Ψ теории ГЛ, плотность сверхпроводящих электронов |Ψ|2 
– все это взаимосвязанные пропорциональные величины. 
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В теории БКШ, а также в теории ГЛ (которая представляет 
собой предельный случай теории БКШ при Т→TK) имеются две 
характерные длины: длина когерентности ε (или размер 
куперовской пары) и глубина проникновения λ.  
В теории Лондонов также используется термин «глубина 
проникновения» поля (или тока) 
2
1
2
0




en
m
s  (в системе СИ), 
равная расстоянию, на котором поле затухает в е раз 
(лондоновская), где е − основание натуральных логарифмов. 
Глубина проникновения зависит от количества сверхпроводящих 
электронов sn , а значит, зависит от температуры. Довольно 
хорошее приближение для температурной зависимости λ 
описывается формулой [13]: 
2
1
4
1
)0()(









KT
T
T   
Так определяется глубина проникновения поля, когда 
применима локальная лондоновская электродинамика. Уравнение 
Лондонов (П.3) отражает локальную связь сверхпроводящего 
(мейснеровского поверхностного тока) и векторного потенциала 
магнитного поля (J и A в одной и той же точке связаны этим 
соотношением). Поэтому, строго говоря, оно применимо, только 
если размеры носителей сверхпроводящего тока существенно 
меньше характерной длины, на которой происходит изменения 
векторного потенциала, т.е. глубины проникновения λ (λ>>ε0). 
Носители сверхтока – это электронные пары. Размер куперовской 
пары ε0 для чистых металлов примерно 10-4см, а глубина 
проникновение  65 1010   см. Отсюда следует, что локальная 
лондоновская электродинамика к чистым сверхпроводникам не 
применима, потому что на размере ε0 магнитное поле должно 
сильно измениться, а значит должно описываться нелокальной 
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(интегральный) связью, которую описал ещё до появления 
микроскопической теории английский учёный Пиппард. В 
нелокальном случае, закон проникновения магнитного поля в 
сверхпроводник отличается от экспоненциального. Если истинную 
зависимость поля H(Z) аппроксимировать экспонентой, то можно 
говорить о новой глубине проникновения поля, которая называется 
пиппардатовской λP и связана с лондоновской глубиной 
проникновения λ оценочным соотношением 
 3102 P  
Отсюда следует, что в случае λ<<ε0 имеем λP>>λ, то есть 
нелокальная электродинамика предсказывает более глубокое 
проникновение поля чем то, которое следует из локальной 
электродинамики.  При этом λP тоже удовлетворяет неравенству 
λP<<ε0. Но так может быть не всегда даже у чистых металлов. 
Типичным представителем сверхпроводников,  хорошо 
описываемых нелокальным соотношением (пиппардовских 
сверхпроводников),  является алюминий. Наоборот, даже чистый 
свинец является лондоновским сверхпроводником. С 
приближением температуры T к критической TK все 
сверхпроводники становятся лондоновскими, так как λ растет при 
Т→TK, а 0  от температуры не зависит [13]. 
Всё это относится к случаю чистого металла, то есть такого, у 
которого длина свободного пробега электрона  >>ε0. Если 
«загрязнить» металл примесными атомами, то может возникнуть 
ситуация, когда  <<ε0. Такие металлы называются «грязными». 
Сюда же относятся и сплавы. В очень грязных металлах роль 
характерной длины (размера электронной пары ε0) уже играет 
длина пробега  . Микроскопическая теория показывает, что для 
грязных сверхпроводников глубина проникновения магнитного 
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поля 2
1
0 

 
d при  <<ε0. Таким образом, сплавы хорошо 
описываются локальными лондоновскими уравнениями[13]. 
В теории ГЛ используется параметр, называемый «длина 
когерентности» ε – это расстояние, на котором волновая функция 
(параметр порядка Ψ) будет существенно меняться. Для длины 
когерентности ε0 при T= 0 существует оценка 
0
0 4
Fv , причем 
KBTK 0 , BK  − постоянная Больцмана,vF − фермиевская скорость 
электрона, 2
h , h − постоянная Планка. Точный расчет дает  
KB
F
TK
v18,0
0  . 
Величину ε0 можно рассматривать также как размер 
электронной пары, для оценки которого можно принять, что vF 108 
см/с., TK1К, тогда [13]: 
4
16
827
0 1011038,1
101018,0 


 см. 
Приведем формулы, взятые из [13], определяющие длину 
когерентности для чистого (индекс p) и грязного (индекс d) 
сверхпроводников (чистым считается сверхпроводник, у которого 
длина свободного пробега электрона  >>ε0, грязным считается 
сверхпроводник, у которого  <<ε0): 
2
1
0 174,0
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 
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p T
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1
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0 1)(85,0

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K
d T
T . 
В теории ГЛ используется также безразмерный параметр, 
равный отношению глубины проникновения к длине когерентности  

   
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П.4. Сверхпроводники первого и второго рода 
Из вышеизложенного следует, что существует разделение 
сверхпроводников на две группы: лондоновские и пиппардовские. 
Лондоновские сверхпроводники, у которых глубина 
проникновения поля λ значительно превосходит размер носителей 
сверхтока ε0 (куперовских пар) λ>>ε0, а значит, на длине ε0 
магнитное поле меняется мало и в этом случае применима 
лондоновская локальная связь тока и магнитного поля (П.3). 
Типичными представителями лондоновских сверхпроводников 
являются свинец (Pb) и индий (In). К лондоновским относятся и   
сплавы-сверхпроводники. Пиппардовские сверхпроводники 
описываются нелокальной электродинамикой (сверхпроводящий 
ток в данной точке не определяется полем в этой же точки, как в 
равенстве (П.3), а зависит от состояния поля в некоторой 
окрестности точки). Физически это связано с тем, что электроны в 
сверхпроводнике пространственно связаны, коррелированны друг с 
другом. Если поле меняет состояние одного электрона, то это 
благодаря межэлектронному взаимодействию в куперовской паре, 
влияет на поведение другого электрона. Этот факт и находит свое 
отражение в нелокальном характере электродинамики 
сверхпроводящего состояния в случае пиппардовских 
сверхпроводников, когда глубина проникновения поля меньше 
размера куперовской пары [11] λ<<ε0. 
Типичными представителями сверхпроводников 
пиппардовского типа являются алюминий (Al), ртуть (Hg). 
Применяется иногда термин «аномальные» сверхпроводники для 
сверхпроводников с сильной межэлектронной связью. Таковыми 
являются, например, свинец (Pb) и ртуть (Hg). Однако список таких 
сверхпроводящих материалов стал расширяться, включая многие 
сверхпроводящие сплавы, тонкие пленки ряда веществ (например, 
висмут), другие элементы (ниобий, галлий, тантал), так что в 
последнее время этот термин оказался устаревшим. В настоящее 
время общепризнанным является разделение сверхроводников на 
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сверхпроводники первого и второго рода. Впервые термин 
«сверхпроводник второго рода» был введён Абрикосовым А. А. в 
его работе 1957 г., в которой на базе теории ГЛ была дана 
последовательная феноменологическая теория сверхпроводников 
второго рода и объяснены их магнитные свойства. 
В сверхпроводниках первого рода магнитное поле полностью 
экранируется поверхностными токами (эффект Мейснера), причём 
такая экранировка энергетический невыгодна. При этом энергия 
приграничного участка больше энергии сверхпроводящих областей 
внутри сверхпроводника. Говорят, что поверхностная энергия 
границы положительная σns>0 (термин введён ещё в теории 
Лондонов для обеспечения устойчивости границы между 
нормальной и сверхпроводящей фазами). В сверхпроводниках 
второго рода оказывается, что энергия σns<0. В теории Лондонов 
поверхностная энергия оказалась отрицательной σns<0. Учет 
квантовых эффектов в теории ГЛ позволил получить формулу для 
граничной энергии, из которой следовало два возможных случая 
[13,16]: 
1) параметр Гинзбурга-Ландау  <<1 (то есть λ<<ε); энергия 
σns>0. Это сверхпроводники первого рода. 
2) параметр  >>1 (то есть λ>>ε); энергия σns<0. Это 
проводники второго рода.  
Ясно, что при каком-то значении параметра   энергия σns=0. 
Это происходит при 
2
1 . Исходя из этого можно говорить, что 
для сверхпроводников первого рода 
2
1  и σns> 0, а для 
сверхпроводников второго рода 
2
1  и σns < 0.  
Чистый металл можно превратить в вещество,  относящееся к 
сверхпроводникам второго рода, путем введения в него примесей 
[11]. Роль характерной длины при этом перейдет от ε к   (   − 
длинa свободного пробега). Напомним, что размер электронной 
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пары ε0 - большая величина ( 40 10 см, то есть ε0 >>a, где a − 
межатомное расстояние в кристалле, 810a см). Для того, чтобы 
поверхностная энергия стала отрицательной, достаточно теперь 
выполнение условия λ >>  . Вместо сплавов можно использовать 
тонкие пленки чистых металлов, в которых роль длины свободного 
пробега играет толщина плёнки. Интересно отметить, что при этом 
величина критического поля растёт с уменьшением толщины 
пленки. Отметим также, что при введении в чистые металлы 
мелких точечных примесей сверхпроводник второго рода способен 
выдерживать сильные магнитные поля, но критический 
транспортный ток в них практически равен нулю.  
Другое дело, если образец содержит крупные неоднородности. 
Такие вещества (иногда их называют «жесткие сверхпроводники 
второго рода» или «сверхпроводники третьего рода») 
характеризуются большим значением критического тока.  
Вихревые нити, существующие в сверхпроводниках второго рода и 
несущие квант магнитного потока, притягиваются к 
неоднородностям и закрепляются на них, так что сила Лоренца, 
возникающая от протекающего транспортного тока, не может 
оторвать вихри от неоднородностей до достижения критического 
тока. Это явление называется «пиннингом» (закрепление − в 
переводе с английского) и такие сверхпроводники имеют большие 
значения критического транспортного тока. Например, проволока 
из сплава ниобия с оловом (Nb3Sn) пропускала ток плотностью 
свыше 105 А/см2 в полях порядка 105 Э [11].  
Именно такого рода сверхпроводники используются в 
соленоидах для создания больших магнитных полей. Согласно [16] 
к сверхпроводникам второго рода относятся и фуллерены, и 
высокотемпературные сверхпроводники. 
Сверхпроводники второго рода характеризуются необычным 
поведением в магнитном поле. Они имеют два критических поля 
НК1 и НК2. До первого критического поля в сверхпроводнике поля 
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нет (мейснеровское состояние). В промежутке НК1<Н<НК2 
магнитное поле проникает в сверхпроводник в виде отдельных 
квантовых вихрей, несущих квант магнитного потока Ф0 каждый 
(вихревая решётка Абрикосова, обычно треугольная, рис. П.3) 
 
 
 
 
Рисунок П. 3 
Каждый вихрь состоит из нормальной сердцевины, несущий 
квант потока Ф0 и окружающего его сверхпроводящего тока. Это 
так называемое «смешанное состояние» сверхпроводника второго 
рода. При этом сверхпроводимость сохраняется (вне или между 
вихрей материал остаётся в сверхпроводящем состоянии). Важно, 
что второе критическое поле НК2 (когда материал переходит в 
нормальное состояние) в несколько раз больше первого НК1. Первое 
критическое поле примерно в два раза меньше поля в центре вихря 
для сверхпроводников с  >>1. 
Согласно [13,16], 22  КmК НН  где КmН  − критическое 
поле в цилиндрическом образце сверхпроводника первого рода 
(когда 
2
1 ). 
Сверхпроводимость тонкого поверхностного слоя исчезает 
при поле, большем НК2. Это, так называемое, третье критическое 
поле, которое равно НК3= 1,69НК2. 
Как уже говорилось, у сверхпроводников второго рода 
граничная энергия σns<0. Это значит, что при определенных 
условиях им энергетически выгодно расслоиться в магнитном поле 
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на области нормальной и сверхпроводящей фазы [13] (что и 
происходит в магнитном поле между первым и вторым 
критическим полем НК1< Н <НК2). 
 
 
 
 
П.5. Физический смысл терминов и констант 
 
1.  D − дебаевская температура металлов 
Длина звуковых колебаний кристаллической решетки 
ограничена снизу величиной, приблизительно равной периоду 
решётки. Следовательно, и частота колебаний ограничена сверху 
некоторым значением ωmax. Из равенства энергий для фонона 
max K , где K − постоянная Больцмана, следует физический 
смысл температуры Дебая − это температура, при которой 
существенными становятся колебания и с максимальной частотой: 
KoD 500 . 
2. Фононы − квазичастицы (или элементарные возбуждения), 
соответствующие малым (звуковым) колебаниям кристаллической 
решетки, возбужденным движущимся электроном. Максимальная 
энергия фононов соответствует температуре Дебая. 
3. Энергия (уровень) Ферми EF − соответствует энергии 
электронов, занявших энергетически наиболее высокое 
(разрешенное) состояние при T= 0oK. Все заполненные свободными 
электронами разрешенные уровни энергии образуют «море 
Ферми», ограниченное поверхностью Ферми,  соответствующей 
максимальной энергии − энергия Ферми. В нормальном металле 
заполнены все разрешенные уровни энергии, вплоть до 
максимальной энергии EF, в сверхпроводящем − до (EF − Δ). 
4. Энергетическая щель Δ − интервал энергией, отделяющий 
основное состояние сверхпроводника, характеризующееся 
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наличием системы электронов, связанных в куперовские пары, от 
возбужденного состояния (несвязанные электроны). 
5. Волновая функция (уравнения Шредингера) физически 
означает вероятность нахождения данной частицы в данном месте. 
Для сверхпроводника − квадрат модуля этой функции 
пропорционален плотности сверхпроводящих электронов 
(куперовских пар). 
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61002, Харків, вул. Кирпичова, 2 
_________________________________________________________________________________________________________________ 
Видавець  ТОВ «ПЛАНЕТА-ПРІНТ» 
вул. Багалія, 16, м. Харків, 61002,  
свідоцтво суб’екта видавничої справи ДК № 4568 від 17.06.2013.   
0502
Виготавлювач ФЛ-П Черняк Л. О. 
61002, м. Харків, вул. Багалія, 16 Свідоцтво № 24800000000079553, від 16.05.2007 р. 
 
Интегральная форма: 
1) персмпрполн
l
іііidH   ; 
2) 
t
ФedЕ 
  ; 
3) QSdD
S
 ; 
4) 0
S
SdB . 
Дифференциальная форма: 
1) персмпрполн vt
DEHrot  
 ; 
2) 
t
ВЕrot 
 ;          
3) Ddiv ; 
4) 0Bdiv . 
Уравнения Максвелла
